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theyaremutual1yindependent．  

3．UpperandLowerBoundsofExpectedⅥねit－  
ingTimes   

Wedenotethewaitingtimeoftheworkeratmachine  
kinthenthcyclebyt4h（n）・Thenwehavethefbllow－  
ingrecursiveequationswithrespfCttOWk（n）［3】：  

Ⅳた（1）＝Ofbrた∈〟，  

Ⅳパm）＝［㌔（m）－∑メ＜た叫（mト∑ゎた町（m－1）】十  

and  
鳥  

j＝1  ∑榊）＝1冒蒜【榊）－∑垢（m－1）】＋，（1）  m＞j  

hrた∈〟andrl≧2，Where  
％（m）＝Jた（れ一－1ト塙（m－1）－∑j，た（ち（m－1）  

＋句（m－1）ト∑J＜た（ち（m）＋巧（m））・  

Theorem 1 

Forn≧2，itholdsthat   

た∈＿打  

∑可砺（れ）］≦月度【榊）】＋］  

and  

た 

1．Introduction  

In aJust－In－Time（JIT）production system，a U－  

Shapedlayout and multi－function workers have been  

introducedtoachieveas2ngLe－uniiproduciionandcon－  
VeyanCe（“Ikko－Nagashi，”inJapanese）at alow pro－  

duction cost．Recently，the cycle times and the wait－  

1ngtimesinaU－Shapedlinewithmulti－functionwork－  

ershavebeenanalyzedinsomespecialcases（［1］－［3］）・  

In this report，We derivethe upper andlower bounds  

Ofthe expected waiting times and cycle times ofthe  

U－Shaped productionline with aslnglemulti－function  

WOrker where processlng times ofitems，OPeration  

times，and walking tirnes ofthe worker between ma－  

chinesaresequencesofmutual1yindependentandiden－  

tical1ydistributedrandomvariables．  

2．A U－Shaped ProductionIJine with a Multi－  

FunctionⅥ70rker   

Weco11SideraU－Shapedproductionlinewithas］ngle  
multi－function worker．The worker harldles machinesl  

throughK．The faci）ity has enough raw materialin  

front ofmachinel．The materialis processed at ma－  

Chineslthrough Ksequential1y】anddepartsfromthe  
lineasannishedproduct．Letk＝il，．．．，K）．When  

theworkerarrivesatmachinek∈Karldfindsthepro－  
CeSSingoftheprecedingltemCOmPleted7heremovesit  

from machine k∈K，Sendsit to ma（：hine k＋1，at－  
taches the presentitem to machirle k and switchesit  

on．AfterthisoperatiorlOnmaChinek，hewalkstoma－  

chine k＋1．Iftheprecedingltemisstillinprocess at  

hisarrival，then he waitsfor theend ofitsprocesslng  

befbreoperation．1tisassumed as aninitialcondition  

that at time O，Oneitern has been already processed  

at each machine．Thatis，1n thefirst cyclethe worker  

does not wait at allmachines．We use the followirlg  

notations：fork∈kandrl∈Z＝（1，2，…），  

Ik（n）：thenth processirlgtimeatmachinek，  

Sk（n）：the nth operation ti汀Ie Ofthe worker orlma－  

Chineた，  

Rk（rL）：the nth walkingtime from machine k to ma－  

chineた＋1（〟tol，iⅢ＝〟），  

C（n）‥thenthcycletime，Whichisthetimeintervalbe－  

tweenthenthand the（n＋1）starrivalsoftheworker  
atmachinel，［a］＋＝rrlaX†0，a）】  

花＋＝【07∞）・  

WeassumethatiIk（n）；n 
iRk（n）；n∈Z）for k∈K are seqllenCeS Of●indepen－  

dentarldidenti（：ally distrihllted randomvariables，and  

∈∬  
た〔〟  

LettheepeCtedvaluesofIk（n），Sk（n）andRk（n）be  

denotedby2k，Sk arldrk払reachk∈K，reSpeCtively．  

4．Computations ofUpper Bounds   

TheupperboundE［maxk。k［yL（n）］＋］shownirlSec－  

tion3isnoteasytocompute，becauseYl（rl），・・L，Yk（n）  

aremutuallydependent．Wegivetheeasilycomputable  

upperboundsinthefbllowirlg・Wede翫IeZk（rL）as  

Zた（m）＝月た（乃－1）＋∑J，七（ち（r▲－1）＋巧（m・－1））   

＋∑（5j（m）＋月J（れ）），  
j＜た  

andt．hen   

㍍（m）＝Jた（m－1）－Zた（m）hrた∈舟andr上∈Z．  

SinceZ（n）＝（Zl（n），…，ZK（n））isweaklycondition－  

allyincreasingin sequen（二e（WCIS），they are associ－  

ated（see［4］）・Usingthispropertywehave   

P（端（m）≦〃hrallた∈舟）≧口守（㍑（m）≦訂），  

鳥〔斤  

Ibrally∈7a＋・Therehre，itfo1lowsthat   

β 

～ 

andll，…，YK are rrlutuallyirldependerlt．  
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De爺neiik（x）＝E［Sk（n）］＋E［［Ik（n－1）－X］＋］hr  

3：∈7a＋・SirlCeIk（n－1）and Bk（n－1）aremutually  

independentandlim，～→00Bk（n）≧cTb芸，Where≧ccisa  

convexorder（see［4］，brexample），from（2）itfb1lows  

that forた∈〟  

最＝1im且［仇（m）］＝1im且■［毎（βた（m－－1））］≧翫（占芸）  
m→∞ れ－－◆（：×⊃  

We assume that thereis asolution 

ハ 

毎（ゐた）＝由パん），  （7）  

5．A LowerBoundoftheExpectedCycleTime  

Inthissection，Wederiveanotherlowerboundofthe  

expected cycle time．We use the fbllowlngnOtations‥  

Foreach k∈K and n∈Z，  
Uk（n）‥ the timeintervalfrom the nth arrivalto the  

nthdepartureoftheworkeratmachinek，  

Bk（n）：thetimeintervalfromthenthdeparturetothe  
（n＋1）starrivaloftheworkeratmachinek・  

Itisclearthatfbreach k∈K，  

Uk（n）＝Wk（n）＋Sk（n）＝【Ik（n－1トBk（n－1）］＋＋Sk（n），IfskandFk（x）areidentical｛bra11k∈k，thenbk＝bl  
（2）  

and   

月パm）＝月た（m）＋∑（瑚m）＋句（m））  

j＞た   

＋∑（巧（m＋1）＋句（m＋1））・  

j＜た  

Then we have  
一打 〝  

C（m）＝月1（れ）＋∑旦（m－1ト∑（仁2）項m－1）  

j＝2  j＝3  

八   

一∑（仁1）月j（れ－1）－（・打－2）叫m）  

メ＝2  

〟一1 ．打－1  

－∑（∬一刷（mト∑（〟－J酋（m）（3）  
ブ＝2  ブ＝1   

We assume that the values ofE［Uk（n）］，E［Bk（n）］  

andE［C（n）］convergetou：，b；andC＊asn→∞，re，  

spectively．Infact，itisshownin［2］thatifP（YL（2）≦  

Ofbrallk∈K）＞Othenw芸＝1imn＿∞E［Wk（n）］ex－  

istsforeachk∈K，Whichimpliesthatthereexistu芸，b芸  
andC＊by（2）・Thenfromequation（3），   

C＊＝∑雄一（打－1）∑γゴー（〟－2）∑サ  

メ∈〟  j∈∬  メ∈〝   

It also holds that  

C＊＝現＋ム芸 bral用∈〟・   （4）  

Fromthesequations，（甘湖）isthesolutiorlOfthe  

fo1lowlngSlmultaneousequations：fork∈K，  

“た＋ムた＝∑ゐj－（〟－1）∑rj－（〟－2）∑町  

ブ∈〟  j∈∬  ブ∈廠  

bra11k∈K andthereisasolutionof（7）・Weshow  
anothersu用cient condition fbr thesolution of（7）to  

exist．Notethatequations（7）areequivalentto  

柚）＝雇主 ∑ぁた，  
た≠展   

（8）   

ゐ長鳥≠孟，（9）  

∑rjand  

j∈〝  

1  

八’－1   

1  

／ヽ’－l  

鋸㈲＋ 占た＝鋸（帰＋  

where夕潮＝項ゐ）＋ 占＋  

た＝min（た∈且十和＋よた＝maXj∈斤（勺＋り）・  

LemTlalThetFisasolutionibk）of（9）fbreachnxed  
b孟≧b孟，Wherebk＝infix；Fk（x）＞0）・Moreover，ifit  
holds that  

兢）≧よ了∑云た，  （10）  

た≠烏  

wherei6k）isamaximalsolutionof（9）whenb孟＝bk，  
thenthereexistsauniquesolutionibk）whichsatisfies  
（8）and（9）andhencesatisfies（7）・b  

・Since董brallた∈〟  

頃＋椛－（由た（恒右上）＝方≒∑（占；一畠ブ），  
j∈鬼  

hk（b）＋bktakesthesamevalue壬brallk∈1t・  

TheoreTrl 2 

c＊≧叫占）＋呂た＝斎㌔∑（ゐゴーγ・J）＝d】  
j∈斤  

hrallk∈K，thatis，Cisthelowerbollndofthecy（：1e  
time C＊．■   
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