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単位正方形内の上1距離のp－メディアン問題  

3  

3   

3 問題の定式化と偏微分係数の計算   

単位正方形ぶ内のp個の施設をろ（∬1），ろ（∬2），・‥，  

ち（∬p）とする・ユークリッド平面上のP（諾）の位置にい  

る利用者が施設彗（諾i）を利用するための費用は，利用者  

と施設との間のエ1距離とする．利用者は必ず費用の最  

も小さい施設を利用すると仮定すると，各施設の勢力圏  
は各施設彗（ご壷）を母点とするボロノイ領域となる．以上  

のように仮定すると利用者の繚費用は   

掬，・‥，諾p）＝か瑚）輌  

0220220  

0120422   

1 はじめに  

単位正方形内で利用者が連続的に分布している場合に，  

p個の施設をその正方形内に配置する問題を考える．利  
用者はエ1距離で最も近い施設を利用すると仮定する．こ  

のような問題はp－メディアン問題として知られており，  

ネットワーク上の問題や平面上でも利用者が離散的に分  
布している問題は研究が進んでいる【1】．ここで扱う単位  

正方形内のp－メディアン問題については，ユークリッド  

距離の場合，【21でボロノイ図を繰り返し構成する反復解  

法が示されている．エ1距離の場合は，効率的なエ1ボロ  
ノイ図の構成算法がなかったため，今迄研究されていな  

かった・ところが，ボロノイ図のより優れた算法が【5】で  

提案され，我々の研究グループでもその算法にならい，上1  

ボロノイ図を構成するプログラムを作成した【3】・我々は  

単位正方形内の上1距離のダーメデイアンをエ1ポロノイ  

図を用いて定式化し，t3】のプログラムを用いた反復解法  

を示す．数値実験の結果，この解法で実用的な規模の問題  

を解くことができることがわかった．  

＝妄．f。  d（P，書）ゐ軸 （3）  

で表される．したがって，施設の数pが与えられた時，利  

用者の給費用を最小にする問題は（3）式の目的関数を最  

小にする施設の位置ろ（∬1），…，ち（ごp）を求めるという  

問題として定式化される．   

目的関数（3）を偏微分すると，  

＝一（研一1Ⅵ訂－1） （4）  

となる．ただし，Ⅵ叶（‾）＝（PIP∈Ⅵ，∬＞（＜）∬i）で  
ある．1Ⅵ叶tはⅥ打の面積を表している．したがって，  
∇ダ＝0となる点は，各ボロノイ多角形でメディアンに  
なる．  

2 上1ボロノイ図   

ポロノイ図とは平面上の各施設の利用圏を表した幾何  

図形である・p個の施設貧（諾1），…，ち（諾p），（茸i＝（∬i，  

机），言＝1，…，p）が与え 

は，  

Ⅵ＝∩†Pld（ろ瑚＜d（考ろ））， （1）  

ブ≠i  

で表される．ここでd（P，彗）は任意の地点Pと施設彗  
の距離を表す．エ1ボロノイ図の場合，  

d（考君）＝lズー∬fl＋ly一肌l，   （2）  

である・ろ（諾1），…，ち（∬p）は母点と呼ばれる・図1は  
100個の母点に対するエ1ボロノイ図の例である．  

4 反復解法  

適当な初期配置から出発し，各ボロノイ多角形内のト  
メディアンの位置に母点を移動する．これを繰り返すこ  
とで収束解を求める．この反復の際に目的関数が単調に  
減少することがわかる．ただし，ここで得られる解は必ず  

しも最適解とはならない．   

反復手順  

1；p点の初期配置∬iO），…，拶）を決定し，〃＝0とする．  

2；諾皇〝），…，諾㌢）に対するエ1ボロノイ図を作成し，各母   

点絡）（た1，…，p）に対して3－1から声一4の操作を  
行なう．  

3－1；ポロノイ多角形の頂点を列挙し，その面積5を求め  

る．  

3－2：∬方向に関して，以下に述べる探索手順を用い，多  

角形の面積を即2ずつに分割する，y軸に平行な直   

線∬＝J…叶1）を求める．  

3－3；y方向に関して3－2と同様の方法でy＝yさ叶1）を  

求める．  

図1：エ1ボロノイ図の例   
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3－4：∬…叶1）＝（辟坤，顕現））とする．（∬…叶1）はこの  
ボロノイ多角形のトメディアン．）  

4：3で求めた耳凧）（盲＝1，…，p）をそれぞれのボロノ  
イ多角形の新しい母点とする．  

5：終了条件を満たせば終了，さもなければ〝：＝〃＋1と  

して2へ．   

探索手順   

1；ポロノイ多角形上の列挙した頂点を∬方向について昇  

順に整列し，その∬座標を∬1，∬2，…，∬mとする．  

た：＝1とする．  

2：y軸に平行な直線∬＝∬ぁと∬＝∬た＋1の間のボロノ  

イ多角形の面積を計算しぶ′とする．β1：＝gl＋∫′  

とする．  

3：gl＝ぶ／2ならば終了・∬＝利江1とする．∫1＜5／2  
ならばた：＝た＋1として2へ．ぶ1＞β／2ならば  

∬たと利江1の間で2分探索を行ない，51＝g／2と  
なるy軸に平行な直線∬＝＝＝∬′を求める．   

5 数値例  

初期配置は一様乱数を用いて与え，反復の終了条件は，  

叩Ⅹ（max（l∬…叶1）一打）l，lyさ州しy5〝）け）≦10－5 i   

とした．なお，プログラムは，Pascalで作成した．コンパ  
イル時の最適化レベルは2である．実験に使用した計算  

機はFUJIXEROXArgoss5250（SPARCstation2相  
当），OSはSun－OS4．1．2である．この実験により，p＝  
32の時に得られた解の一例を図2に示す．図3にp＝32  

の一例の，反復回数と目的関数の減少の様子を示した．表  
1は母点の数を24，…，28と増加させた時に，反復が終了  

する反復回数と計算時間とを表している．表の中の値は  
それぞれ5通りの初期配置から出発した時の平均をとっ  
たものである．  

● 目的関数の値は反復により単調に減少する．  

上の結果から，母点の増加に対して，母点を移動する計  
算時間の増加はボロノイ図の作成時間の増加と比較して，  
少ないことがわかる．  
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図3‥目的関数値の変化（p＝32）  

表1：反復が停止するまでの計算時間  

24   338   39．248  61．449  0．64   

25   419   82．399  119．420  0．69   

26   556   207．285  278．964  0．74   

27   436   328．854  420．784  0．78   

28   508   803．936  993．780  0．81   
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図2：収束解（p＝32）   

この実験の結果から次のようなことが観察できる．  

●母点数の増加に対して，計算時間はほぼ線形に増加   

する．   

0ボロノイ図の作成時間の比率は母点数が増加する   
につれて大きくなる．  
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