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1．光の屈折：Fbrmatの定理  

光が異なる層を通過する場合、入射角α、反  

射角βは次の関係を満たす）  

AP ＝ 榊－α）2 ＝  rl，PI∋ ＝  
（J－ゐ ＋〝－C）＝r2となる。一点Aから点  
引こ至るのに要する時間は式（3）のように与え  

られる。ここで点Pの座標をェ＝γCOSβ，封ニ  

r－rOOSβとおくと  

＝乃   

Slnα  
m：屈折率   

2．最短時間経路：直線境界ケース  

（1）   

軋二重  
＋  
rl（Jβ  

r（γ－α）sinβ  

γ1  

虹二重  
・  
r2（Jβ  

－rCOSβ＋丁、（一「－C）sin∂  

層Ⅰを通過するときは速度別、層ⅠⅠを通過す  

るときは速度？ノとなる物体の最短時間経路すな  

わち点Aから点Bに至るのに要する時間7－＝  

誓＋讐を最小にする最短時間経路A→P  

→Bは以下の関係を満たす。  r2  

となる。したがって  
Slnα   U  

‾ 

sinp vv 
（2）  

－bcosO＋（r－C）sinO  d了「  r－α  
‾ ‾  

1  l？r2  点A，B，Pの座標をそれぞれA（0，α），B（ム，C），  
P（x，0）とする。線分AP，BPの長さはAP＝  
仰＝γl，BP＝ノ（刷2＝r2と  
なる（，点Aから点Bに至るのに要する時間は  

cosβ   

tJ  

COS（｝  

u  
＋  （5）  

＝0   

のとき、点Aから点Bに至るのに要する所要時  

間は最′ぃとなる。  
r＝竺＋竺＝ユ＋望  
u V utI  

と書くことができる。したがって  

（3）  

d了「ごr  
－＝－＋＝一 ＝0（4）   
dJ 山一・1 γγ2   1J   γ  

が満たされるとき、すなわち（2）が成立すると  

き、点Aから点Bに至るのに要する所要時間は  

最′J、となる。   

3．最短時間経路：円周境界ケース  

点A，B，R，Pの座標を（0，（り，（ム，C），  

（0，γ），（J，訂）おくと、線分AP，PBの長さは  

4．一つの一般化   

定理 点A，Bが曲線Cの両側にあるとする一  

点Aの側にあるときは速度u、Bの側にあると  
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きは速度uで動くとする。点Aから点Bに至る  

のに要する所要時間が極小となるとき、以下の  

関係を満た－す㌔  

る。AP＝rl，PB＝r2とおく。  

（i）．m＝乃のとき  

rl＋γ2＝蓋（一定）より楕円となる。（AB＜か  
またcosα＋00Sβ＝0よりα＋β＝打となり、  

楕円上の点Pでの接線がAP，PBと等しい角を  

なす、  
（ii）．TTl＝一乃のとき  

γ・l－γ2＝嘉（一定）より双曲線となる。（AB＞  
か またcosα－COSβ＝0よりα＝βとなり、  

双曲線上の点Pでの接線がAP，PBと等しい角  

をなす。  

（iii）．m＝m2，γl＝－ml，た＝0のとき  

点Pの軌跡は点A，Bからの距離の比がm－：・m2  

となる点の軌跡である。したがってこの身合、  

アポロニウスの円となる。  

COS（1 COSβ  
＋＋   

ll  t）  
＝0  （6）  

一般の湯合は㌻＝（審，馨）に対して必要条件   

＝l  

が得られる。  

rl（竺竺＋竺坦 ）＝0  
？l  lI  

6．最短時間経路の特殊形  

図中の点A，B，M，ドの極座標をそれぞ  
れ（rl，01），（r2，02），（rcosα，rSinα），（rcos（0＋  

α），rSin（0＋α））とおくとき、点Aから点Bに  

至るのに要する時間Tは  

dll r－a．－bcosO＋（r－C）sinO   

V  

曲線Cが直線のとき、すなわち曲線Cが接  

線ベクトルと一致するとき、上図においてα＝  

昔－↑，β＝芸＋∂が成立する。したがって上の  

関係に代入すると  
＋  

dβ 11n  γγ2  

COS（1 COSβ  
＋∴   

ll  ll  

00S（｝ ∞Sβ sin7 Sin∂  
＋－－⊥＝一ニー ー   

Il  lI  ll  lJ  

＝0  ＝0  

が満たされるとき、点Aから点Bに至るのに要  

する所要時間は最小となる。  
より托rmatの屈折の法則が得られる。   

5． もう一つの一般化  

点A，Bと定数m，m，たに対して  

汀IAP＋乃PB＝た  

層・点   2   3以上   

1   線分   Steiner木問題   

2   fもrmat定理   ワ   

3以上   ？   ？   （7）  

を満たすような点Pの軌跡として得られる曲線  

はデカルトの曲線と呼ばれる（）デカルトの曲線  

において点Pにおける接線がAP，PBとなす角  

をそれぞわ心，βとおくと、上の定理から次の関  

係が成立する。  

mcosα＋れCOSβ＝た   （8）  

一般にはデカルトの曲線は4次曲線となる。特  

殊ケースとして以下のような2次曲線が得られ  
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