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【定義3】Ⅳac狐：yRule）  
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【補題1】  

実行可能な再配置問題はVac弧（：yRuleを満たす．口  

3．大きさ2以上の荷物数に制限がある場合   

本節では，大きさ2以上の荷物が2個しかない場  

合の再配置問題が，強NP完全であることを証明す  

る．そのために′，既知のNP完全問題である3－SAT【4】  

を帰着する．  

【定義4】（3－SATISFIABn．ITY）  

INSTANCE：T）テラルの集合U＝（u．，u2，・・・，uL，  

「〟1，「〟2，…，「〟L），各節が含むリテラルの個数が  

ちょうど3であるような節の集合C＝（Cl，C2，…，CM）・  

QUESTION：Cのすべての節を充足できる真理値割  

当ては存在するか？  □  

【定理1】   

ネットワークが〃＝（G，C，の（4．，d～2≧2，4＝1fbr＞g  

∈g－（gl，gヱ））に限定された再配置問題は強W完全・  

（証明）   

再配置問題は明らかにクラスNPに属する．よっ  

て，以下でNP困難性を示す．   

3－SATの問題例㌔司び，qから再配置問題の問題例  

爪⇒G，C，のを次のように構成する．   

まず，次のようにグラフGを構成する．各変数〟． 1  

に対して・節点vllりV抑及び「vlし，「V2〆り切、らなる  

2本の系列を作り・節点vごからvli，「V．fに・γ抑一，「  

V2示り fから節点㌧fに枝を張る・ここで・ク（f），q（f）はそれ  

ぞれ〟∫，「〟∫が節の集合Cの中で現れる個数である・  

これを変数申こ対応するローブセいう・また，V′fか  

らv∫‘＋l（1≦f≦L－1）に，節点∫1からvlに，VLから節血1 ∫J  

に枝を張る・更に節点∫2からすべてのりf，「りfひは奇  

数）に枝を張る・節に対応して節点cl，C2，…，CMを用  

意し，節点り∫，「り・ぴは偶数）から，添字の小さいも  

のからノ佗番目に〟f（「可が含まれる節に対応する節点  

に枝を張る・更に，すべてのりJ，「り・Uは奇数）とす  

べてのvノから節点Aに枝をそれぞれ一本張る・また  

節点rl，C2，…，CMから容量Mの節血，にそれぞれ枝を一  

本ずつ張り，節点ぐ】，r2，…，rMから節点Aにそれぞれ  

枝を2本ずつ張る・更に節丸から節点∫－へ，節点A  

から節点∫，へそれぞれ枝を一本張る．以上のように  

して構成されたグラフGを用いて図1のようにネッ  

トワーク爪＝（G，C，のを構成する・枝（∫ヱ，り，（A，∫2）の  

再配置問題とは，容量を持った複数の倉庫と，そ  

れらに収容されている他の倉庫に移動すべき複数の  

荷物があるとき，与えられた移動回数以下で，全て  

の荷物を目的の倉庫に移動させる問題である．ただ  

し，倉庫に収容されている荷物の大きさの和は，常  

にその倉庫容量を越えてはならない．   

再配置問題に対しては既に，荷物の大きさがlに  

限定された場合，すべての荷物の移動可能性の判定  

及び移動手順の決定が線形時間で可能であることを  

明らかにした【1】，【2】．一方荷物の大きさに制限を設  

けない場合は強NP完全であることも証明した【2】．  

本稿では，大きさが2以上の荷物の個数に制限を設  

けた場合，また荷物の大きさを1と2だけに制限した  

場合でも，なお強NP完全であることを証明する．  

2．諸定義   

倉庫と荷物をそれぞれ節点と枝に対応させること  

により，再配置問題は，グラフを変形する問題とし  

て定式化できる．  

【定義1】   

有向多重グラフG＝（V，の（ただし節点集合V，枝  

集合g，それぞれ咋q，即G）とも表す）．枝どの始点  

を∫‘，終点をr‘と表し，枝gを（∫‘，りとも表す・□   

次に，再配置問題を定義する．まず，ネットワー  

ク〃＝（G，C，のは，有向多重グラフG＝（V，g主 節点容  

量集合仁（c，lv∈V），枝容量集合た（4le∈g）からな  

る・節点v∈Vの空き容勤vとはぁγ＝Cγ‾∀g∈才∫‘＝、，dgで  

定義され，節点部分集合∫の空き容量とは．∫に含ま  

れるすべての節点の空き容量の和で定義される．  

ネットワークⅣに対する操作漉）Vど（e）（e∈のは以下の  

ように定義される．まず，gから枝gを取り除き，g  

に∫ど．＝∫‘．＝rgを満たすループe●を付け加え，d～．＝dと r  

する．節血どの空き容量が4以上ならば操作肋ve（g）  

は実行可能であるとする．グラフGの枝を全てルー  

プにするような肱）Vgからなる操作列で，含まれる操  

作〟βVどの数が与えられた正の自然数〃以下ならば，  

〃＝（G，C，d）は実行可能なネットワークであると呼  

び，操作列を実行可能操作列と呼ぶ．  

【定義2】（再配置問題）  

lNSTANCE：ネットワークN＝（G，C，d），正の自然数  

〃．ただしすべての節点v∈V（G）に対して  

r－・≧∀e∈才 
．，g＝、， 

まない．  
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容量をそれぞれM，5M＋Lとし，それ以外の全ての枝  

の枝容量を1とする・次に節点容量を，r．を1，′2，∫lを  

M，S，を7M＋L，Aを5M止，C．，・・・，CMを3，その他の節  
点は2とする．以上のようにして作られたネット  
ワークは明らかにVacancyRuleを満足する．   

次に，再配置問題の問題例凡＝（G，C，のと3－SATの  

問題例㌔＝（〃，qの解が一致することを示す・   

まず，㌔＝（U，qが実行可能とする・この時，次の  

ように町こ関する操作列を構成する・節点∫．から節  

点－1へ各ローブを通過してパスを取ることができる  

が，変数〟fが真（偽）ならば，そのパスは申こ対応  

するローブの下（上）側を通過するとし，このパス  

に沿ってパスの終端の枝から逆順に操作肋wを適用  

する．パスのすべての枝に操作を適用し終わった時  

点で，節点∫lの空きはMとなるので，枝容量Mの枝  

（ち，∫1）に操作肋γgが適用でき，それに続いて枝（Cl，r2），  

（C2，′2），・‥，（cM，′2）に操作が適用できる・各節点cl，C2，…，  

cMに対応する各節には少なくとも一つ真であるリテ  

ラルを含んでいるから，〟i（「〟i）が真ならば，申こ対  

応するローブの上側（下側）の節点を通過して節点  

∫2と節を結ぶ互いに枝独立なパスが各節ごとに一つ  

存在する．これらのパス全てに対してパスの終端の  

枝から逆順に操作肋veを適用する・すると節点∫2の  

空き容量は5M＋Lとなるので，枝容量5M＋Lの枝（A，  

∫2）に操作肋γgが適用できる・続いて節点Aに入って  

いる枝全てに挽作を適用すると，残っている全ての  

枝は，終点の空き容量が1のパスの集合を構成する  

ので，それらの全てのパスの終端から逆順に操作を  

適用する・従って，3－SATの解から再配置問題凡の  

解（実行可能操作列）を構成することができた．   

逆に，凡＝（G，C，のが実行可能とすると，上で示し  

た順序で操作〟♂Veを適用しなければ全ての枝をルー  

プ化できない・なぜなら，枝（A，∫2）に操作を適用す  

る前に必ず枝（r2，∫1）に操作を適用しておかねばならな  
C叫〉びIty：5M＋L  

いが（なぜなら節点∫，の空き容量をMにするために  

は′．と∫1の空きを全て∫2に集めなくてはならない），  

そのためには∫．の空きを∫1に移動しなければならな  
い・∫．から－1への適当なパスに沿って逆順に操作を  

適用して空きを移動する際，下側（上側）を通過し  

たローブに対応する変数には真（偽）を割り当て  

る・J2の空き容量がMになった時点で，∫2，ち間にはcl，  

C2，‥・，CMを経由して独立なM本のパスが存在しなけ  

ればならないが，それらのパスがローブの上側（下  

側）を通る時はそのローブに対応する変数は真  

（偽）であり，節はすべて充足されている．従って  

爪の解から3－SATの解を構成することができた．   

また，節点及び枝の容量は全てM，Lの多項式，す  

なわちlⅥ，圃の多項式で押さえられるので，題意の  

再配置問題は強NP完全である．  □  

4．荷物の大きさが1と2だけに限定されている場合  

【定理2】   

ネットワークが肥（G，C，の（∨ど∈g，4＝lor2）に限  

定された再配置問題は強NP完全．  

（証明）   

定理1の問題例において，枝（A，∫2），（ち，∫1）をそれ  

ぞれ図2のネットワークX（5M＋L，5M＋L），X（M，M）で  

置き換えたネットワーク〃lを考える・Ⅹ（g，h）は，  

Q（h）から出ているh本の枝すべてに操作が適用され  

た時に限り，P（g）に入っているg本の枝すべてに操作  

を適用することができる．定理1の証明と同様にし  

て3－SATと解が一致することが示せる．   □  

5．まとめ   

本稿では，大きさが2以上の荷物が2個だけの場  

合でも，また，荷物の大きさを1と2だけに制限した  

場合でも，なお強NP完全であることを証明した．  
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