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1．はじめに   

グラフの連結度の判定あるいは計算をする問  

題は重要な問題であり、多くの研究成果がある  

［1］。連結度には点連結度と枝連結度があるが、  

本稿では点連結度に着目し、点連結度が高い場  

合に高速に動くアルゴリズムを与える。すなわ  

ち、グラフGの（n－pト卑連結性を判定する問題  

を考え、n－P＝Q（n）の場廊こ0（nl＋1ュP3・5）時間で  

動作するアルゴリズムを与える。但しnは節点  

数、mは枝数である。本アルゴリズムはグラフ  

（ユの点連結度K（G）がn－P以上である場合には、  

K（G）も同時に求めることが出来る。   

これまでは、グラフのk一点連結性を判定する  

最高速のアルゴリズムは0（k2nl′′2m＋knm）時間  

かかった［2］。すなわちpが定数の場合には、  

（n－Ⅰ〕ト点連結件の判定には0（n4・5）時間かかっ  

た。しかし本稿で提案するアルゴリズムはこれ  

を線形時間0（Ⅰュ＋nl）で解く。また、0＜c＜1であ  

る任意の定数cに対するLc乃卜点連結性の判定  

は、本アルゴリズムはこれまでの最高速のアル  

ゴリズムと同じ0（n4・5）時間を達成している。  

X∈Vの次数をd（x；G）、隣接節点集合をA（x；G）で  

表す。各記号‖＊（＊；G）’’はGが明らかな場合には  

”；G”を省略する場合もある。  

3 問題の性質  

補題1 グラフG＝（Ⅴ，E）が（n－Pト点連結である  

ならば憶l≧（n－P）n／2を満たす。口  

証明）∀x∈V，d（x；G）≧n－Pより自明。Q．E．D．  

補題2 グラフGが（n－Pト点連結である必要十  

分条件は、補グラフGcが、1V（H）l≧P＋1である  

狭義完全二部グラフHを部分グラフとして含ま  

ないことである。口  

証明）定義よりGが（n－Pト点連結でない必要十  

分条件は、Vが3つの部分集合S，T，W⊆V  

（SUTUW＝V，SnT＝SnW＝TnW＝¢）に分割  

され、fSE，iTl≧1，FWE＜n－P，E（S，T；G）＝¢を満  

たすことである。これはH＝（（S，T），E（S，T；Gc））が  

IV（H）l≧p＋1を満たす狭義完全二部グラフであ  

ることと同値である。Q．E．D．  

補題3 グラフG＝（V，E）において、d（x；Gc）≧Pで  

ある節点Ⅹ∈Vが存在するならばGは（n－Pト点連  

結ではない。口  

証明）S＝（Ⅹ），T＝A（x；Gc）とおき、補題2を考慮す  

れば証明できる。Q．E．D．  
2 諸定義   

G＝（Ⅴ，E）を無向単純グラフ、節点数をn、枝数  

をmとする。2節点Ⅹ，y∈V間の点連結度を  

1＜（Ⅹ，y；G）、グラフGの点連結度をK（G）と表す。  

Gc＝（V，EC），EC＝†（x，y）l（Ⅹ，y）eE）をGの補グラフ  

と呼ぶ。G＝（V，E）、S，T⊆Vに対しE（S，T；G）＝  

（（x，y）∈EIx∈S，y∈T†とする。  

G＝（V，E）に対しVが二つの部分集合S，T⊆＼；  

（SUT＝V，SnT＝¢）に分割され、E（S，S）＝  

E（T，T）＝¢となるとき、Gは二部グラフと呼ば  

れ、G＝（（S，T），E）とも表現される。本稿では  

S，T≠中のものを特に狭義二部グラフと呼ぶ。  

補題2より、グラフの（n－Pト点連結性の判定は  

補グラフが節点数p＋1以上の狭義完全二部グラ  

フを含むかどうかの判定問題に帰着されること  

が分かる。ここで、任意の（Ⅹ，y）∈ECを特定し、  

（Ⅹ，y）∈E（H）である様な狭義完全二部グラフを探  

すことを考える。ここで   

V（x，y）＝A（Ⅹ；GC）UA（y；Gc）   

G（Ⅹ，y）＝（V（x，y），E（A（x；Gc），A（y；Gc）；C））  

と定義する。  
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補題4（；ぐ＝（Ⅴ，Eり、（Ⅹ，y）∈ECに対し、Gcの部  

分グラフHが（Ⅹ，y）∈E（H）を満たす狭義完全二部  

グラフである必要十分条件は、C（Ⅹ，y）において  

V（x，y）－V（H）がⅩ，yを分離する点カットとなる  

ことである。□  

6 ifK（x，y；G（x，y））≦甘（x，〉r）ilrl  

then（二）utl）utr’no’’；StOP；  

7 enddo  

8（二）utPut”ves’’；  

end．  

本アルゴリズムの正当惟は補超1～4と定理1  

により保証される。よって次に計算時間を見積  

もる。第1行目は0（n＋m）でできる。この操作  

により、2行目以降では   

m≧（n－Ⅰ））11／2  （1）  

（i（Ⅹ；Gc）≦p，∀Ⅹ∈V  （2）  

となる。第2行の操作は0（n2）時間かかるが、  

n－P＝E2（n）の場合には（1）よりm＝E2（n2）となるの  

で第2行の操作は0（m）時間でできる。（2）より  

Ⅴ（Ⅹ，y）≦2t）となるので、（i（Ⅹ，y）の節点数と枝数  

は各々0（t））と0（p2）になる。よって4行目の操  

作は各（x，y）∈ECに対して（）（t）2）時間で実行可能。  

節点数n枝数mのグラフの特定節点組間の点連結  

度は0（Ⅰュ1′／2nl）時間で計算できる［ニi］。よって第5  

行の計算は各（Ⅹ，y）∈ECに対して（＿）（い2・5）ででき  

る。（2）より（ニCの枝数は0（nt〕）となるので、第3  

行の繰り返しは0（np）回行えば良い。以上から  

アルゴリズム全体の計算時間は0（n2＋nl〕3・5）であ  

り、n－P＝Q（n）の場合には（）（nl＋nf）3・5）となる。  

証明）HをGcの部分グラフで、（x，y）∈E（H）を満  

たす狭義完全二部グラフであるとする。任意の  

節点u∈V（Hト（x，y）に対しu∈V（x，y）であること  

から、HはG（Ⅹ，y）の部分グラフでもある。よっ  

てV（x，yトⅤ（H）は、G（Ⅹ，y）においてⅩ，yを分離  

する点カットとなる。   

次にW⊂ヤ（Ⅹ，y）を、G（Ⅹ，y）においてⅩ，yを分  

離する点カットとする。則ち、S，T⊂V（Ⅹ，y）LW，  

SUT＝V（x，y）－W，SnT＝¢，E（S，T；G（Ⅹ，y））＝¢，  

Ⅹ∈S，y∈Tを満たすS，Tが存在する。よってH＝  

（（S，T），E（S，T；Gc））は狭義完全二部グラフでGcの  

部分グラフであり、しかも（Ⅹ，y）∈E（H）である。  

Q．E．D．  

以上より、次の定理を得る。  

定理1（iが（n－Pト点連結であることの必要十  

分条件は、全ての（Ⅹ，y）¢Eに対し、  

t（（x，y；G（x，y））≧LV（x，y）l－Pとなることである。  

口  

証明）補題2、4より導かれる。Q．E．D．  謝辞 貴重な御意見を頂いた京都大学工学部の  
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以上の議論から次のアルゴリズムを得る。  
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