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一般化ポリマトロイド上のM凸関数  

京都大学  室田一雄 MUROTAKazuo  

東京工業大学 ＊塩浦昭義 SHIOURAAkiyoshi   

従って，gポリマトロイド上のM凸関数Jの定義   

域domfはgポリマトロイドとなる．gポリマト   

ロイド上のM凸関数は必ずしも新しい概念とはい   

えないが，研究する価値は十分にある．   

gポリマトロイド上のM凸関数はi∬∈ZVl  

∬（り＝た，J（諾）＜＋∞）なる層上の関数の集まり   

と見られるが，本稿では層の構造，及び各層での最   

適化について議論する．gポリマトロイド上のM   

凸関数はネットワークフロー，施設配置問題，多項   

式行列などの組合せ最適化の様々な場面に現われ   

る．ある種の食欲解法を用いることでこれらの問   

題を解くことが出来る，ということは知られている   

が，我々の結果を適用することで，食欲解法がうま   

く働く理由を明らかにすることが出来る．また，基   

多面体上のM凸関数に対する交換公理（MB－EXC）   

の観点から，gポリマトロイド上のM凸関数の交   

換公理がどのように表されるか，という問題が自   

然と浮かび上がってくる．本稿では，gポリマトロ   

イド上のM凸関数が同時交換公理により特徴づけ   

られることも示す．  

2 gポリマトロイド上のM凸関数の諸性質  

（MB－EXC）を素直に翻訳すると，gポ1）マトロ   

イド上でのM凸関数に対する交換公理が得られる：  

（MG－EXCp）∀x，y∈domfに対し，（i）及び（ii）   

が成立：  

（i）∬（Ⅴ）＜y（Ⅴ）＝＝｝］γ∈supp‾（∬一計）s・t・  

／（∬）＋J（y）≧J（∬＋xγ）＋J（y－Xγ），  
（ii）∀視∈supp＋（∬一畳）に対し，（ii－1）又は（ii－2）   

が成立：  

（ii－1）∬（Ⅴ）＞y（りかつJ（∬）＋J（封）≧J（∬一Xu）＋  

J（y＋x祝），  
（ii－2）］v∈supp－（x－y）s・t・  

J（£）＋J（y）≧J（∬－Xu＋xγ）＋J（封＋x旭一Xγ）・  

定理2（MG－PRJ）⇔（MG－EXCp）   l  
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1 はじめに  

DressとWenzel【2】によって提案された付値  

マトロイドの概念を一般化することにより，室田  

Ⅰ5，6，7】はM凸関数の概念を導入した・M凸関数  

J‥ZV→豆＝RU（＋∞）は定義により次の性質  

を満たす：  

（MB－EXC）∀x，y∈domf，∀u∈supp＋（x－y），  

］γ∈supp‾（∬一針）s．t．  

J（∬）＋J（y）≧J（∬－Xu＋xu）＋J（y＋xu－Xγ）・  

ここでdomJ＝（∬∈ZVIプレ）＜＋∞），  

supp＋（∬一封）＝iw ∈ Vl∬（w）＞ y（ひ）），  

supp‾（∬一y）＝（ぴ∈Vl∬（ぴ）＜y（ぴ））であ  

り，Xw∈ZVはw∈Ⅴの特性ベクトルである・性  

質（MB－EXC）によりdomfは基多面体（に含ま  

れる整数格子点集合）であることがわかる・   

本稿の目的はM凸関数の概念を一般化ポリマト  

ロイドへ拡張することである．一般化ポリマトロ  

イド（以下，gポリマトロイド）は1981年にRank  

により導入された概念である【3】．gポリマトロイ  

ドはポリマトロイドや基多面体の一般化であるが，  

基多面体と等価な概念であり，基多面体の射影に  

より得られることが知られている．   

定理1（【＄，4】）Q（⊆ZV）はgポリマトロイド  

⇔（G－PRJ）Q＝†（∬，－∬（り）∈Z仇（vo）l∬∈  

Q）は基多面体．  書   

ここでγ0はⅤに含まれない新しい要素であり，  

∬（Ⅴ）＝∑（∬（w）lw∈Ⅴ）である・この定理の観  

点から，gポリマトロイド上のM凸関数は次のよ  

うに自然に定義される‥J：ZV→豆はgポリマ  

トロイド上のM凸関数ぜ生  

（MG－PRJ）  

〈 

J（∬）（∬0＝－∬（Ⅴ）），  
＋∞（otherwise），  

J（£，エ0）＝  

は（MB－EXC）を満たす．  
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より美しいM凸関数の公理を得るために，まずg  

ポリマトロイドに対する同時交換公理を示す．  

（G－EXC）∀∬，y∈Q，∀祝∈supp＋（∬－y）に対し，  

（i）又は（ii）が成立：  

（i）∬－Xu，y＋xu∈Q，  

（ii）x－Xu＋xv，y＋xu－Xv∈Q（］v∈supp‾（x－  

y））．  

定理3（G－PRJ）⇔（G－EXC）．  7  

定理3の定量的拡張により次が得られる．  

（MG－EXC）∀x，y∈domf，∀u∈supp＋（x－y），  

J（∬）＋J（y）≧min【J（∬－Xu）＋J（y＋xu），  

（拍‾Xu＋xJ＋紬＋xu‾‰川・  
廟。＿y）  

定理4（MG－PRJ）⇔（MG－EXC）．  1  

基多面体上のM凸関数と同様に，gポリマトロイド  

上のM凸関数も，最小解の集合で特徴づけ出来る．  

定理5J：ZV→豆に対し，domJは有界なgポ  

リマトロイドであると仮定する．fは（MG－EXC）  

を満たす⇔arg藷（拍卜∑p（擁回）は  
ぴ∈V  

gポリマトロイド（坤∈RV）．  ■  

定理7（i）宛∈蛾（入≦た≦〃－1）及びJ匝芸＋  

Xγ）＝min（J（宛＋xぴ）lぴ∈Ⅴ）なるγ∈Ⅴに村  

し，宛＋x℃∈〟頼1・  

（ii）宛∈〟た（入＋1≦た≦〃）及びJ（∬芸－X祝）＝  

min（J（∬芸－Xひ）lひ∈Ⅴ）なる祝∈Ⅴに対し，  

宛－Xu∈〟た－1・  書  

この性質より，全ての層の最適解を求める食欲解  

法が構築できる・（α芸）が凸性を有することを，次  

の定理により確かめることが出来る，   

定理8α芸＿1＋α芸＋1≧2α芸（入＋1≦∀た≦〃－1）・  

■  

最後に，大域的な最小解に対する性質を示す．   

定理9（【5，6】）J（∬）≦J（封）（∀y∈ZV）⇔  

拍）≦m叫拍－X旬＋  Xu），禦ぎ拍‾Xル），  

）拍＋緑］・智  
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3 gポリマトロイド上のM凸関数の層構造  

関数J：ZV→豆及び各た∈Zに対し，Jの  

（∬∈ZVl∬（Ⅴ）＝た，J（∬）＜＋∞）への制限を克  

と定義し，Jの層と呼ぶ．以下，特に断らない限りJ  

は（MG－EXC）を満たすとする．入＝min（x（V）［  

J（∬）＜＋∞），〝＝maX（∬（Ⅴ）lJ（諾）＜＋∞）  

と定義する．各整数た（入≦た≦〃）に村して  

α芸＝min（J（∬＝∬（Ⅴ）＝た）と定める・   

定理2より，M凸関数の各層は良い性質をもつ  

ことがわかる．   

定理6domfk≠¢ならばfkは（MB－EXC）を満  

たす．  ■   

従って，各層での最小化問題は，基多面体上のM凸  

関数に対する食欲解法により解くことができる．   

次に，隣接する層の関係に対する性質を述べる．  

〟た＝（∬∈ZVl∬（り＝た，J匝）＝α芸）とする・  
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