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The mα∬まmlAmた－βow p和鋸emin a neもー  

WOrksもudiedbyD・K．WagnerandH．Wan  

【2】isaproblemofhding 
． 

CapaCityもo purchase fbreach arc andhow  
much且owt，OSendsoas tomaximizet，henet．  

pro飢，Wherethecapacityofanyarccanbe  

increasedaもaper－unitcostandeveTyunltof  
aowsentfromもhesourceもOthesinkyields  
apayoffk・1noヮrpreviouspaper【1】，We  

proposedthema3mumbalancedk－jiowprvb－  
lemof丘nding amaximum k一飯）Winanet－  
workwiもhanadditionalconstraintdescribed  
in terms ofa balanclng rate function，and  

Showed a result stating thaもthe proposed  
PrOblemcanberegardedasageneralizaもion  
Ofthemaximumbalancedflowprobiem，prO－  

videdthatallthegivendataareraもional・In  
thisresearch，WeprOVeもhaもtheaboveresulも  

isalsovalidfbrムnyglVendata．   

2．Max五mⅦm払a皿amcedたロ創0『VS   

W6denoteもhe sets of reals and of non－  

negaもiverealsbyRand凪＋・LetG＝（町A）  

be adirected graphwith vertex seもV and  
arcseもA・W6usex（T）≡∑teTX（t）fbra  

functionxonAandT⊆A．ConsiderN＝  

（C＝（叫A），叫β＋，β‾），Wl－ere祝：A→勘－  

（0）isc叩aCityfunctiononA，ands＋and  

s．（s＋≠s‾）are．thesourceandthesink  

ofN．Forafunctionf：A→R，definethe  

ぬ肌血叩∂J：V→Roりby  

∂J（γ）≡∑α∈れJ（α）－∑8∈∂一心J（α），γ∈町  

Where6＋v（resp・∂‾v）isthesetofarcsi  

GwhichhavevaBtheirinitial（resp・terml－  
nal）vertices．GivenN，the7naXimu7nJiow  

pmわJe†乃（MF）isasbllows：  

（MF）‥Maxi轡ZeVal〃（J）s・t・  

∂J（り）＝0，  γ∈V－（β＋，β‾），  （1）  

0≦f（α）≦血（α），  α∈A，■  （2）  

WhereJsatisfying（1）＿is  

Vαg視eValⅣ（J）≡∂J（β＋）．  
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maXlmlZ－  

W  

if／saもisfies（2）．Aftasibleaow  

ingvalN（f）is a mwimumflowin N．Fbr  

S⊆Vsuchもhats＋∈Sands－∈V－S，  

∬（β）≡（（叫ル）∈A：祝∈β，γ∈V－5）  

isa cutofG．The valueofacuもK（S）in  

Ⅳisγ（打（∫））≡∑¢∈叩）む（α）・Åm豆和才m視m  

CutisacutminimlZlngthevalue．Givena  

擁托血和‡efunctionα：A→凪＋－（0），  

もhemαmm視mゐα払几Cedノ払wpm鋸em（MBF）  

inⅣ1＝（C＝（竹A），叫α；β＋，β‾）is：  

（MBF）：MaximizevalNl（f）s・t・（1），（2）and  

J（α）≦α（α）val〃1（J），α∈A．  （3）  

A且owJsatisfying（3）isbalancedinNl．A  

f6asiblebalancednowfmaximizingvalNl（J）  
is a moximumbalapced凸owin Nl．Given  

COSthncもionc 
． 

in N2＝（G＝（竹A），u，C，k；S＋，S．）sもudied  

byWangerandWan（［2】）isaBfo1lows：  

（MF）忘：MaD（imizevalN2（k，C，f）≡kvalN，（f）  

－∑¢∈AC（α）max（J（α）一視（α），0）s．t．（1）・  

A■且owJis a k－Jlowin N2． A k－  

flowfmaxinZingvalN2（k，C，f）isa 

． 

（t（A），u，α，C，k；S＋，S－），COnSiderもhe maxt－  

m肌ぬ加cedた一伸びpア℃抽m（MBF）呈de－  

finedasfbllows：  

（MBF）…：MaximizevalN3（k，C，f）s・t・（1）and  

J（α）≦α（α）val〃3（た，C，J），α∈A．  （4）  
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A nowfsatisfying（4）isabalancedk－βow  
in N占．A 

ValN，（k，C，f） 

in N3．Weintroduceaparametricproblem  

（MF）yin鴫＝（C＝（竹A），α，叫β＋，β‾，y）  

Withparametery：  

（MF）y：MaximizevalNy（／）s・t・（1）and  

O≦J（α）≦min（可α），α（α）y），d∈A．（5）  

Lety＋＝TaX（d：yI＝ValNy，（ん）），Where  

J；，isamaxlmumflowinN；，・Fbraminimum  

CutK（ち・）inNy・，Wehave  

y●＝W（〝1（ち・））／（トα（〝2（ざy・））），  （6）  

where Kl（Sy・）＝（a∈K（ち・）‥u（a）≦  

α（α）yりand〝2（ち・）＝〝（ち・）－〝1（ち・）．   

3．Analysis  

Wbshowthat（MBF）icanberegardedasa  
generalizationof（MBF）・Letu＜（a）＝u（a）＋  

e（a）branygivennonnegativenumbers亡（a）  

（a∈＾）・Thentheoptimalvaluey：inN；＝  

（G，u∈，α；S＋，S‾，y）isgivenby  

yご＝叛（〝1（ち；））／（トα（〝2（ち川），（7）  

Where K（ちご）is aminimum cutinN；：  
and〝2（ち言）＝・打（ち；）－〝1（み）・Note  

that y：（resp・y’．）is theflow－Value ofa  

maximum balanced nowin Nf ＝（G＝  
（竹A），u＜，α；S＋，S‾）（resp・Nl）・Let r±  

min（1－α（B）‥1－α（B）＞0，B⊆＾），and  

thefbllowlnglemmaholds・  

Lemmal：一ムe£c（α）＞Cl≡m／rかα乃y  

α∈Aαmd〟ゐeαmα∬豆m祝7乃ぬねれCedノわび  

れ〃f・memぴeん肌ey－＞val〃。（1，C，ガ）げ  

y●≧w（Ⅳl（鞍））／（トα（〝2（ち誹），  

叫nα∈月頃α），△●書＝maX。∈A亡（α）αれdC2＝  

（m【／伽X）／Umin・  □  

Lemma 3：〝ひeんαγe 作ノα乃d∂＝ ≡  

max8∈A（〟（α）一視（α））＜△●●，班eれ仇e代α一  

由ね（り（α）：α∈A）βα£重油れg加地柁eノb抽び－  

1mgC㈹dま如れβご  

何 0≦叩（α）≦亡（α）わ∈Aノ，  

伺 〃由αm血mmぬね乃。d伽れ呵，  

作可 ∂暮●〒maX。∈d叩（α）．  口  

Ftomlemmas2and3，Wehave  

Lemma4：Letc（a）＞CiJoranya∈A・  
加ゎe9ⅦαJ軸「り加地，兢emぴeんαγe  

y●＞vd〃。（1，C，ガ）・  □  

Consider〃3，Wherec（a）＞max（Cl，Cb）for  

eachα∈A．Let／lbeanybalancedl－flowin  

Ni．Ftomc（a）＞0（a∈A）and（4）wehave  

Jl（a）≦α（a）valN，（fl），Whichimpliesthat／1  

isabalanCedflowinNl・Define〔by  

∈（α）＝〈；．（恒（。，籠諾）），  
TトenJlis a ftaBible balanced  
Nf． Ftom this，We have valN3  

．
m
≦
≧
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a
 
 

Val〃i（〟）・Rom max（ム（α）一視（  α
 
 
 max（H（a）－u（a），0）foranya∈A，Wehave  

valN，（1，C，fl）≦valN3（1，C，！：）・Fromlem－  

masland4，We have valN，（1，C，／l）＜y’・  

Hencewehavethefollowlngtheorem・  

Theorem5：77LemaXimu7nbalancedkJlow  

p和鋸emiβαタe†脚ⅦJ豆zα如れげ兢em血mひm  

玩山川cedβowpm鋸em・  ロ  
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血e陀m＝lAl．  □ 

Inthefbllow111g，WeCOnSiderthecasewhen  

y●＜祝（打1（ちご））／（トα（打2（ち誹）・ （8）  

Itiseasytoseethefo1low】咤1emma・  

Lemma2：We／はリeγ：－y●≦G△…，  

ぴんere 仇。aX ＝ maXα∈Al巾），仇。i。＝   
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