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最小究腰流問題に対する双対スケロけ』ング算法  
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増加したとき，MCFPの双対目的関数値は  
どβ汀（∬）増加する．亡＞0より，カット値が  
正ならば双対目的関数値は改善される。  

定理皿P】ポテンシャル汀が双対最適解セある  

ための必要十分条件は，任意の∬（⊆Ⅳ）に対  

して，β汀（∬）≦0．口  

Ha5Sin【2】によって以下の双対算法が捷来され  

ている。  
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Set汀（豆）‥＝汀（査）＋どbra11戎∈ズ  
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双対算法は，カット値が最大のXを適訳して  

も，擬多項式回の反復が必要となる【2ト これ  

に対し，提案する算法では，カット値が近似的  
に最大となる∬を選択し，近似値のスケーリ  
ングを行なうことで多項式時間で双対最適解  

を得る。Ervolina＆McCormick［1］は，最大  
平均カット値をもつ∬を選択することによっ  

て，双対算法が多項式回の反復で終了するこ  
とを示している。彼らの算法も，近似最適性  
に基づいており，暗にスケーリングを行なって  

いるとみなせる．しかし，最大平均カットを得  
るには，最大カットを0（柁）回求めなくてはい  

けない【3ト   

望 二双対近似最適性  

双対近似最適性は，Ervolina＆McCormick  

による最大平均カットキャンセル法【1】で用い  

られている。本稿では，以下の定義を用いる．  

孔 はじめに  

本稿では，最小費用流問題に村するHassin  

の双対算法【21に近似最適性を導入し，スケー  
リングを行なうことで多項式時間の算法を提  

案する。   
頂点集合Ⅳ，枝集合A（⊆Ⅳ×Ⅳ）からな  

る有向グラフをG＝（Ⅳ，A）とし，和＝1呵，  
ml＝lAtとする．各枝（哀，J）∈Aには流量1  

単位あたりの費用c（豆，J）と，流量の下限g（豆，ブ），  

上限祝（ま，J）が与えられている．各頂点吏∈Ⅳ  

の供給量をわ（ま）とし，∑‘。〃わM＝0と仮定す  
る。さらに，g，むおよびむは整数であると仮  

定し，ぴ＝maX（り粍A（†廟グトg（戎，J））とする・  

全ての頂点窟で流産保存条件：  

∑葎，ノ卜∑J（ブ，査）＝わ（ま）  
川（り）∈A）  川（ブ，り∈A）  

を満たし，かつ，全ての枝（ま，j）で容量条件：  

J（豆，J）≦J（戌，j）≦l申，J）  

を満たす′を実行可能流とよぶ∴殴小襲用流問  

題（MCFP）は，給費用∑仙）∈AC（戎，j）′拓J）を最  
小とする実行可能流を求める問題である。   

流量保存条件に村する双対変数打を，頂点の  

ポテンシャルとよぶ。披（哀，j）の簡約コスト  

c（ま，j卜汀（窟）＋訂（J）をc灯（ま，j）で表す。ある訂に  

関して，頂点の部分集合∬のカット値β汀（∬）  
を，   

∑わ（小一 芝二J（査，J）＋ ∑：祝（五，．ブ）   
f∈ズ  （  （  

＋ ∑J（戎，J）－ ∑ 坤，J）  
∈△－ズ  （i，j）∈△＋ズ  
り）≧O  c竹，j）≦0  

（珂  

とする．ただし，△＋∬＝（（五，J）∈A＝∈∬，J¢  

∬），△‾ズ＝（（乞，J）∈Al五官∬，J∈斉）であ  
－∫′  ヤ
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る。全ての頂点査∈耳の  

11血 －C汀（よ，ノ）） ど＝Inin（C汀（妨。－∬  
（りズ （購  
c汀（り）＞O  c灯（り）＜0  

定義 任意の∂＞0に対し，ポテンシャル訂  

が∂一最適であるとは，流量保存条件を満たし，  
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かつ，  dualscalingalgorithm  

begin  
J（i，J）－∂≦J（窟，j）≦て申，j）＋∂  2「Iog叫and訂（査）：＝0わrall盲∈Ⅳ；   set∂：＝  

While∂≧1／玩do   

begin  

Set∂：＝∂／2；  

While］Xsu？hthatDg（X）＞Odo  
begin 。  

findamostpositive∂－CutX；  

COmputeE；  

Set甘い）：＝汀（i）＋亡払rall 

end  

end  

end．   

スケーリング段階は，0（log（花び））回繰り返  

される．以下，∂－スケーリング段階の反復回数  

を解析する．  

補語4高々2叩l回の反復によって，最大∂－カッ  

ト値は，∂以上小さくなる．1  

スケーリング段階のはじめでは，任意のズ（⊆  

〃）▲に対して，βg（ズ）≦〃lが成立しているこ  

と■より，次の結果を得る．ただし，最大流問題  

を解く計算量をM（托，m）とする．  

定理5双対スケーリング算法は，0（†乃2  
log（7〟）M（7岬l・））時間で双対最適解を得る．1   

さらに，【11で示されている性質を用いると，  

双対スケーリング算法において，最大∂－カット  

を求める回数が0（†柁3log†l）であることがわか  

る．本算法に多少の修正を施すことによって，  

0（押13lo帥M（れ，ml））時間の算法が得られる．   
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および，   

C訂（窟，J）＞0⇒  

J（虞，ブト∂≦葎，J）≦nlin（g（豆，ノ）＋∂，祝（哀，j）），  

C打（査，J）＜0⇒  

IllaX（祝（哀，ノト∂，J（ま，ノ））≦イ（五，ノ）≦祝（虞，J）＋∂，  

J（五，ノ）＋∂＜J（哀，J）＜祝（哀，jト∂⇒c汀（衷，J）＝0  

を満たすJが存在することである．I  

ある∂と打に関して，各枝の流量の下限・上限を，   

g言（豆，j）：＝  
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g（よ，J）－∂  （c訂（豆，ブ）≧0）  
1naX（祝（吏，J）－∂，J（哀，J））（c汀（査，J）＜0）  

↑
J
 
 

min（g（i，J）＋∂，祝（虞，J））（c汀（哀，ノ）＞0）  

可慮，ノ）＋∂  （c汀（ま，ノ）≦0）  

と修正し，任意のズ（⊆〃）に村して，∂－カッ  

ト値βg（ズ）を   

∑わ（査）＋∑ 榊，j）－∑ 祝言（ま，ノ）   
i∈ズ  （り）∈△‾ズ  （り）∈△＋ズ   

と定義する．   

補語2ポテンシャル汀が∂一最適であるための  

旦要十分条件は，任意のズ（⊆Ⅳ）に対して，  

βg（ズ）≦0・l   

補語3任意のポテンシャル訂は，■い最適であ  

る．また，∂＜1／mならば，∂一最適である打は  

双対最適解である．1   

3 双対スケーリング算法  

双対スケーリング算法の各スケーリング段  

階では，∂一最適なポテンシャルを得るまで，∂－  

カット値が最大の部分頂点集合ズを見つけ，ズ  

に含まれる頂点のポテンシャルを増加するこ  

とを繰り返す．∂一カット値が最大のズは，最大  

流問題を解くことで得られる【3ト補題3より，  

∂＜りmであるスケーリング段階で，双対最  

適解が得られる．  
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