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最小通過流問題飼諸性質藍最適路の明示法  
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且 隠じめに   

且。乱 闘竃の定義と従来の竜デノ』   

有向ネットワーク¢＝（Ⅳ，止，丘，W）を考える．ここで  

∬は点重合，止は技塾食β，Wはl適l次元弊風ベクト  

ルで，それぞれ彼の長さと幅を示す．移動寝慢と通過時  

間とは比例していると考え，目的関数払 出発点β∈∬  

から到達点g∈ 

に通過きせる時間の旗小化とサる．この間懸愈蔑小道過  

流問題（弧mi飢mp鮎Sage椚owpFO地m‥M甲p）と  

呼ぶこと乾する．   

MPFpはピル避難計画間窓【且，2】として研究きれている  

が，従来の研究では，時間後過の既念をむ入するために，  

グヲフを各港他時間缶に準悔した拡弧グラフ愈用い，鼠  

小費用流間麿に牌督させている（図り．  
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もとのグラフ  拡張グラフ  

図1：従来の遊歴計画開国のモデル  

拡張グラフを用いた解に払 次のような欠点を持つ．   

1．拡張グラフが大きくなり過ぎてし濠う．  

2．解が，単位時間のサイズに依存し，僕数的になる．  

3．拡張グラフの貴簡の硬は，流れの停滞を示している．  

4．各校の通過時間が，流す大音さに依らず一定である．  

5．旗小蟄用流問題の解払 各彼の況放を与えるだけで  

あり，避難経路は示きれない．   

且。望 移動距離の定東   

大宮きを持ち，形を自由に変えられる物悼を一定適度  

で，完全にシステム外忙まで通過させる允め妃払 物陣  

がシステム内を通過していると督の形態も考慮しなけれ  

ばならなれ 例えばシステムが虞さgと停Ⅶの管状であ  

ると曹，大営さyの物体が通過するため紀必要な鬱勃駆  

罷は，管の長さゼ妃，管の将に広がった切除の長さyル  

を加えた値（ゼ＋Ⅴ／ひ）になる・つまり，通過時間は，流  

れの幅と大脅さにも依存する．したがって，M‡〉『p紅顔  

いて決定すべき襲因Jも どのβ一g鬼を，喘いくらで，どれ  

だけの大昏さ（または長さ）で静物させるかである．   

冨 問題の定式化   

凱且 忌避通過流の詔性質   

間閻の定式化をするに先立って，MpFpの尿適解の錆  

性質常ついて説明する．ネットワーク¢に㊨いて，すべ  

てのβ－g路金棒の熱合をタとし，あるβ－£鰭釣（∈厨）を  

通過する流れを廃，福愈恥兵書を銑，大音さをvd（＝  

酌銑）と褒詑する・  

命題凰良遁辞に㊨いては，どの流れ歪も，到遠点£にお  

いて同時にシステムを通過完了する（図2）・  
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隠2：塩適な親政の流れは同時私通過完了する   

命怒詔良遁辞において，級数の流れが同一硬を時間的に  

相前敬して通過すると督，それらの流れの間は壊してお  

り，空白時閉路存在しない（図3）・  

」迦  
図3：相前後する流れの間忙はすき間がない   

命題忍故数の前後沼渡する避流し敵最適な流れは，悶重  

なる流れ阿分翻して流すことがで営る（園4）・  

」迦 」聖二：L  
図4：前後の流れ払 重なる流れ性分剖で曹る  

凱認 定式化   

枝ブ（∈A）の幅をwメ，長さをち上する・飽都∈厨  

が，妓メを通るとき職∫＝1，それ以外のとき明メ＝0  
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となるげlxIA一行列を〟と定義する・このとき，M叩P  

は次のように定式化できる．  

最小費用流問題を解く際に主双対法を用いた場合，残  

余（resi血al）ネッ．トワークを逐次準備して，そのネットワー  

クにおいて流量増加㌻＝略を見つけていく．これらの流量  

増加β－＝路の中忙，もとのネットワークにおける逝向きの  

枝が存在していた場合忙比．順方向伎だけで構成された  

g－t路群を一意忙決めることができない．だが，ある可能  

流れ暗色に対し，各校を通る凍土を血＝〟l魯とおく  

と，（2．7）式より，  

（2・1）  

（2・2）  

（2・3）  

（2．4）  

（2・5）  

min  上  

8．t． 〟‘＋d＝エ  

〟t9≦w  

dt9＝y  

武9i≧0  

‾＝‾ V上平明＝Ⅴ＋叫＿ヱ土j堕  q≧0，d：符号制約なし   （2・6）   

ただし，上はすべての要素がエであるようなIPl次元列  

ベクトルである．この定式化から，変数dを消去でき，  

次のように新たに定式化を構成することができる．  

（3・1）  
エ＝  

百㌃ 1詣   ∑百i   

なので，順方向∫－t路の違いによっても目的関数値には影  

響しないことがわかる．したがって，順方向■－t路のみに  

よる実行可能な流れを1つ発見ナればよいことがわかる．   

3．2 順方向8一土路による実行可能流の発見   

頓方向の8－t洗を見失う主な理由には，残余ネッヤワー  

ク忙おける，逆向き枝を含むβ－上流の存在があげられる．  

これは，以前に発見した路へ流していた流量が多過ぎた  

ことへの対処である．そこで，逆向き校を含まない，順  

方向の∫－上流だけで，定められた枝の流量を満足するよう  

なネットワークの構築を考えること忙する．   

飽和（satⅦrate）ネットワークG一＝（Ⅳ一，A■，‘一，W一）  

とは，Gのある実行可能な流れ正一から，流れが存在し  

ている校A一（＝伸，州0＜鴫≦叫，（り）∈A））のみ  

で構成され，∬一＝（i，封（i，メ）．∈A一）とする・また枝の  

長さと頓に関して軋q＝＆パ（i誹∈A‘），鴫＝鴫  

（（i，・刃∈Aりとする・G一で払 Ⅳ一の任意の分割5，g  

（gu扁＝Ⅳ一，gn言＝¢，き∈∫，t∈∫）に対し，   

∑鴫－ ∑可‘＝C一の最小カッ日直（3・2）   

i∈g．メ∈5  i∈g，J∈g  

が成立する．このとき，次め命題が成立する．   

命窺4飽和ネットワークG一において最大流をラベリン  

グ法を用いて求めるとき，Gの噸方向β一上洛のみで解に  

収束する（¢の適向き校を含むd－t路は不要である）・  

C一においては，∫一日順方向路が見つけられなくなるの  

は，すべての枝が飽和しているときだけで，それ以外で  

は必ずき－＝頂方向路が存在する．以上より，各港を明示す  

るためにlも 竜一をMPFPの最適解に設定すればよい．   

4 計算機実験   
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Ⅴ＋（〟上）Iq  
min  エ＝   

∑耶  

＄．t． 〟19≦w  

q≧○  

以上のように，MPFPは分数計画間騒に定式化されるが，  

MPFPは最小費用洗同額と密接忙関わりがある・   

2．3 最小費用流問題との等価性   

Ⅴを横軸，エを縦軸にとると，両者の関孫は，qが百  

忙固定されていると，傾きが1／∑庵（≧0）の直線になる・  

したがって，最適解におけるyと最適値エ●との関係は，  

様々なqにおける直線群の最小値をとった部分，つまり  

区分線形な単調非減少凹関数になる．これ払 ∑9iが与  
えられたときの（〟げq最小化と見なすこともできる・   

ここで（〟げq＝‘t（〟－9）であること忙注意すると，  
右辺は最小費用洗間亀の目的関数に一致している・制約  

は（2・8）式だけで季，P．・，こ．れ誓ネットワーク流間垣の枝の  
容量制約にすぎなぃ．   

以上より，MPf－Pは最小費用洗間篤と本質的に等価で  
あり，Ⅴとエ●の区分線形凹関数が折れ曲がるときの∑9i  
の増加量仇 最小費用流間函を主双対沫で解く際の流量  

増加路における増加量忙一致することが示される・   

3」順方向β－土路の明示方法   

3．1残余ネットワークの逆向きβ一日路の問題   

点小費用流間垣を解くこと‘によって，与えられたl′に  

対する最適な流れ幅の稔和∑9iの値と，各校の流量せ求  

めることはできる．しかしながら，最適解を与える路舛  

は一般に決定できないため，MPFpで決定されるべき各  

流れの幡恥大きさ叫（舛∈ア）の値を決定することもで  

きなれ このこと払避難計画問題の場合，最小費用流  
間騒を解いても，個々の避難者がどのような避難経路を  
通ればよいか明示されていないことを示している・  
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