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が成立する．ここで，（1）式を等号で満たすよ  

うな（∬，y）∈3Vの族を為とし，さらに，  

先の中で凶－lylを最小化するものの族  

をアとする．このとき，笑もアもともに，  

∪と∩に関して閉じている．   

次の補題1は，階数関数の単調性と双劣モ  

ジュラ性から導かれる．さらに，グラフの構  

造を考慮して，補題2を得る．  

禰題且。（∬，y）∈ア，Z＝Ⅴ一－（∬Uy）と  
すると，任意の≠∈∬とγ∈Zに対して，  

p（∬－（祝），yU（v））＝p（∬，y）  

が成立する．   

補選2。（∬，y）∈ア，Z＝Ⅴ－（∬uy）と  

すると，∬とyとを結ぶ枝は存在しない．   

最大マッチングに使われる枝の分布に関し  

て，以下の補題3が成立する・  

補選乱（∬，y）∈ア，Z＝y－（∬Uy）と  

し，財をCの最大マッチングとする，この  

とき，∂〟⊇i′uZであり，各e∈財に関し  

て，∂e⊆∬であるか，∂e⊆Zであるか，ま  

たは，eが∬とyとを結んでいる．   

一般に，（弟，れ），（∬2，鞄）∈3Vに対して，  

∬1 

（∬2，鴇）と尊く．特に，（∬1，Ⅵ）≠（∬2，鴇）  
のとき，（∬1，れ）⊂（∬2，鞄）と普くことにす  

る．この順序関係⊆に関するアの最小元  

（Xo，％）は一意に定まり，Edmonds－Gallai  

分解を与える．極大鎖   

（∬0，端）⊂（∬1，れ）⊂…⊂（∬ム，％）  

を考え，各に対して，   

吋＝∬0，町＝％，鴨＝吋∪町   

吋＝∬た一端－1，「町＝祐一祐一1，   

陥＝吋Ul㌃   （た＝1，‥・，む），   

‰＝V－（∬ゎ∪％）  

皿 はじめに  

数値計算やシステム解析での実用性が広く  

認められていると同時に，理論的にも重要な  

2部グラフのDulmage－Mendelsohn分解t6】  

の一般グラフへの拡張について論じる．この  

分解は，Edmonds－Gal1ai分解の細分になっ  

ており，一般グラフの最大マッチングと，双方  

向グラフ（bidirectedgraph）の強連結成分分  

解【21を用いて，効率的に求められる・   

2 DⅦ皿mage－Mem鮎且so批m型分解   

無向グラフG＝（叫厨）におけるマッチン  

グの端点集合の全体を伸と尊く．このとき，  

（竹伸）はデルタマトロイドになっている【3，  

4，5】．互いに素なyの部分集合の順序対の  

全体を3Vと尊く．デルタマトロイド（町W）  

の階数関数β：3V→Zは，   

p（∬，y）＝競筑膵∩Ⅳ卜Iyn閃′け  

によって定義されている．階数関数pは，任  

意の（弟，れ），（∬2，鴇）∈3Vに対して，   

p（∬1，れ）＋p（∬2，iち）  

≧p（（∬1，れ）∩（∬2，鴇））  

＋p（（∬1，れ）∪（∬2，鴇））  

を満たす．この性質は，pの双劣モジュラ牲  

（bisubmodtllariもy）と呼ばれている・ただし，  

（∬1，れ）∩（∬2，鴇）＝（∬1∩∬2，れniち），  

（∬1，れ）∪（∬2，鴇）  

＝（（∬1∪∬2）－（れ∪鴇），  

（れ∪鴇）－（∬1∪∬2））・   

グラフGの欠損度をder（G）と普くと，   

I∬トIy卜♂（∬，ヤ）≦def（G）（1）  

†Dulmage－Mende】sohnTypeDecomposition－or  

GeneralGraphs．  
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によって，Ⅴの分割n（ア）＝（鴨；巧，…・，鴨；lも）  

を得る．   

補題3より，次の定理が得られる．   

定理4．グラフ Gの任意の最大マッチング  

は，分割叫ア）の各成分内を結ぶ枝のみを用  

いる．  

一般に歪対称行列rが与えられたとき，r  

の行集合（列集合）を頂点集合とし，弟j≠0  

のときに枝（豆，J）を結ぶことによって得られ  

る無向グラフをG（r）とする．グラフG（ア）  

の頂点集合に上述の分割を施し，行集合（列集  

合）を並べ替えると，図1のようなブロック三  

角形が得られる．   

安藤・藤重【1】の結果に従って，（巧，・‥，鴨）  

は，Signed poset【7】になる・このsigned  

posetは，歪対称行列のプロ？ク三角化におけ  

る左上部分の零・非零構造を反映している．こ  
うして得られた一般グラフの分解を，ここで  

は，Dulmage－Mendelsohn型分解と呼ぶ．   

3 算法  

一般グラフのDulmage－Mendelsohn型分  

解は，以下の算法によって求められる．   

ステップ1：最大マッチング〟を計算する．   

ステップ2：交互道によって5＝Ⅴ－∂〟  

から到達できる点集合を鴨とする．   

ステップ3：補助グラフC〟を構成し，その  

強連結成分分解を行なう．  

補助グラフG〟は，頂点集合Ⅴ一鴨，枝  

集合β／∪〟／を持つ双方向グラフである．た  

だし，β′はβの枝のうちでⅤ一輪に属  

する点を結ぶものの集合であり，両端点に正  

方向で接続している・⊥方，〟′はマッチ 

グ〟のコピーであり，両端点に負方向で接  

続している．双方向グラフの強連結成分分解  

は枝の本数に関する線形時間で計算できるの  

で，全体の計算量は，最大マッチングを求める  

手間と同じオーダーになる．  

町 町 町lも 吋吋 吋  
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図1．歪対称行列のブロック三角化．   
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