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望 定茂   

y′⊆Ⅴの誘導する部分グラフをα【yl，且′⊆  
ぷの誘導する部分グラフを¢【ガ】と普く．簡単の  
ため，α【Ⅴ一項，q博一ガ】をそれぞれG－Ⅴ′，  
G一屈′と記す．グラフG＝（竹別の互いに素  

な節点集合∬，yに村し，β（∬，y；G）≡（（叫ル）∈  

眉Iu∈∬，γ∈y），C（∬，y；G）≡l眉（∬，y；G）lと  

する．特にc（∬，y－∬）をc（∬）と書く．c（∬）＝  

1のとき，辺（e）＝β（∬，y－∬）を橋と呼び；  

Gの橋の集合をβG⊆厨と表す．叫V間がゐ一辺  
連結であるとは，uとvの間に互いに辺を共有し  

合わない路が少なくともた本存在することを表  

す．そのような最大のゐを叫U間の辺連結度と  

いい，入（叫V；C）で表す．グラフCの辺連結度  

を入（G）：＝mれ（入（叫V；G）l叫ル∈Ⅴ）と定義す  

る．グラフG＝（隼β）と辺β，竜∈属（β≠りが  

与えられているとき，次の（1），（2）を満たす関数  

乱 はじめに   

指定辺付た一辺分割問題とは，無向グラフC＝  

（竹」印のゐ本の辺el，…，eたおよび辺数例の克  

個の正整数への分割ml＋…＋mゐ＝l属lが与え  

られたとき，次の（i）－（iii）の条件を同時に満たす  

ように辺集合βをた個の部分集合gl，‥・，厨たに分  

割する問題である．  

（i）各即ま，指定された辺e盲を含む， 】  
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）各戯の辺数岡I＝m盲，  

i）各現に誘導される部分グラフは連結であ  

グラフCがん一辺連結ならば，これらの条件を満た  

す分割が必ず存在することが知られている【1，2】．  

しかし，このような分割を具体的に多項式時間で  
求めるアルゴリズムはた≦3の場合にのみ知ら  

れており【3，4】，た≧4については未解決である・   

ここでは，より広い分割問題が取り扱えるよう  
に，上の問題を次のように一般化したラベル指定  

ん一辺分割問題を導入する．これは，Gの各点に  
（1，‥・，た）から選んだラベルを自由に付したグ  

ラフにおいて分割ml＋…＋mゐ＝圃に対し，  

次の（i）－（ii）の条件を同時に満たすように辺集合  

βをた個の部分集合β1，…，βたに分割する問題で  
ある．  

（i）各動の辺数l矧＝mi，  
（ii）各動の誘導するグラフの各連結成分はラ   

ベル壱のついた点を少なくとも1個含む．  

本研究では，ゐ＝2，3の場合について，この間  

題の分割が存在する十分条件を与え，この条件の  
下で分割を見つける0（圃）時間（た＝2の場合）  

およぴ，0（圃＋lVl2）時間（た＝3の場合）の多項  
式時間アルゴリズムを構築した．とくに，本アル  
ゴリズムを用いると，上記の指定辺付た一辺分割問  

題に対するん＝3の場合のこれまでの計算時間  

0（圃2）【4】を0（匿！＋lV12）時間に改善できる・  

（1，…，l且l）を，辺のβ－電番号付けという  B4: 〃
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グラフG＝（竹眉）は，ある正室数如こ対し，  

灯：Ⅴ→2ゐなる写像を持つとき，ラベル付き  

グラフと呼び，（G，汀）と記す．i∈訂（v）なる節  

点vはラベル盲を持つという．。好⊆yに対し，  

属（∬；訂）≡∪咤∬訂（v），γ（∬；灯）≡l屈（∬；灯）lと定  

義する．   

本研究では，ラベル指定ゐ一辺分割問題に対して！  

次の予想を立てる．  

予想鳳ラベル付きグラフ（α＝（竹β），汀）にお  

いて，全ての∬⊆Ⅴに対し，  

c（∬；C）＋r（∬；町）≧良  
（2・1）  

が成立するならば，ラベル指定ゐ一辺分割問題の分  

割が存在する．  ロ  

この予想は，上記の「グラフGがゐ一辺連結なら  

ば，指定辺付ゐ一辺分割問題の分割が必ず存在す  
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る」という結果【1，2】の拡張になっている．本研  

究では，た＝2，3のとき予想1が成立することを  

構成的に証明し，実際にた＝2，3に対し，それぞ  

れ分割を得るための多項式時間アルゴリズムを与  

える．  

定理2．1た＝2，3のとき，ラベル指克た一辺分割  

問邁の分割はそれぞれ0（匿l），0（聞けlVl2）時  
間で見つけることができる．  □   

3 定理2．1の証明  

「辺集合β′をラベル壱に取り込む」とは，β－β′  
の誘導するグラフを考え，各e∈β′の両端点があ  
ればその点にラベル‘をつけて，mi‥＝mi一国  
とし，（G，汀）を（G′＝G－β′，汀′）（汀′はⅤ（G′）の  
ラベルを表す写像）に変換する操作を表す・  

（G，汀）が（2．1）を満たすなら必ず少なくとも1  

本の辺をあるラベルよに取り込んでも，得られた  

グラフにおいて（2．1）が成立することを示すこと  

によりこの定理を証明する．ここでは，紙面の都  

合上分割の手続きのみを示し，その正当性の証明  

は略す．   

3．1 た＝2の場合  

（i）入（G）＝1の場合．1つの橋e＝（諾，y）∈βGに  

注目する．このとき，G－eにおける2つの連結  

成分をズ，Ⅴ一方（訂∈ズ，y∈Ⅴ－ズ）とし，一  

般性を失わず，（1）∈月（ズ；G）とする．このとき，  
ml≧匿（Clズ】）l＋1ならば，β（Gtズ】）および辺  

（諾，y）をラベル1に取り込む・ml≦匿（G【ズ】）l  

ならば，β（G【Ⅴ－ズ】）および辺（諾，y）をラベル2  

に取り込む．  

（ii）入（G）≧2の場合・ラベル1を持？た点に接続  

している辺の1つをβ，ラベル2を持った点に接  

続している辺の1つをt（≠β）として，辺のβ－t番  

号付け（タとする）を行い，β1：＝（g●1（川1≦j≦  
ml），β2：＝（g‾1（川ml＋1≦j≦lβけと分割  
する．   

3．2 た＝3の場合 

（i）入（G）＝1の場合・1本の橋e（∈βG）にしか接  

続していない連結成分をズ⊂Ⅴとする．ここで，  

e＝（ヱ，y）（ご∈ズ，y∈Ⅴ－ズ）とする・一般性  

を失わず，（1，2）∈月（ズ；q，（3）∈月（Ⅴ一ズ；C）  
とする．このとき，ml＋m2≧lβ（G【ズ川＋1な  

らば，（q才＋y】，汀）において，ラベル1，2を持つ  

た＝2の問題として解く．この手続きを行う際，  

得られたグラフにおいて（2．1）が成立するように  

工夫する（詳細は省略）・ml＋m2≦匿（G【ズ】）l  

ならば，β（G【Ⅴ－ズ】）と辺（諾，y）をラベル3に取  

り込む．  

（ii）入（C）＝2の場合．入（ヱ，y；G）≧3を満たす  

ご，yがあれば全て1点に縮約してできるグラフ  

G′＝（Ⅳ，β）において；異なる2つの単純なサ  
イクルはたかだか1点しか共有し合わない（こわ  

共有点の集合を仇とする）．グラフG′において，  
隣り合うサイクルが一つ以下であるサイクルを  

Cl，…，ちとし，q－仇に対応するGの点集合  

をズiとする・（a）r 

る場合，（b）r（ズi）＝2であるズiが存在する場合，  

（c）（a）（b）以外の場合，つまり全てのズiについて  

γ（ズi）＝3の場合，の3通りのそれぞれの場合に  

ついて，上のような手続きを（2．1）を保ったまま  

行う．詳細は省略する．  

（iii）入（G）≧3の場合．任意のラベルを1つを選  

んで，それに接続する辺を1本そのラベルに取り  
込む．  

4 おわりに  

今後の課題は，一般のたに対するラベル指定ん一  

辺分割問題を解くこと，ん≧4の場合のた一辺連結  

グラフの指定辺付た一辺分割問題の多項式時間ア  

ルゴリズムを求めることなどである．   
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