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A bidirecIcdgrY｝Ph（t2））G＝（VIA；∂）isagraphwith  

avcrtcxset V．an arcset Aalld aboulldary operator  

∂：A→ZV，Wllereforeacharca∈Athereexist  
V，W∈V（called end－Verticesofa）suchthatoneofthe  

fbllow111gthreeholds：  
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V＋w（arcaha5もWOtailsatvandw），  

＝－γ－ひ（arcα11a5tWOheds軋もUandl〟），  

＝V－W（arcahasatailatvandaheadatw）．  Figurcl．1：AllExampleofaBidircctcdGrapll・  
Hcre，eaCh∂a∈ZVisrcprcsclltedbyanelementofa  
fl・CemOdulewithabaseV．Ifv＝Win（1）～（3），thenarc  

aiscalle（lascy700P．Forsimpliciもywedonotallowany  

SClfl00pOftyl）C（3）illtllefb1lowing・SceFigurel・1fbr  

anexalnl）1eofabi（1ircctedgraphwithV＝（1，2，3，4）．   

Recelltly，Alldo，FujishigeよndNemoto川sllOWedthat  
thclninimuln－Weightidealproblemonbidirectedgraphs  
9anbcreduccdtotheminimum－Weightidcalproblel11S  

forordinarydirectedgrapllS． 

OntheotllCrllalld，theconceptofdegree－tWOillequal－  

itiesisintroduced by E．L．Johnson alld M．W．Pad－  

bcrgt4］．ThcynoticedもhatthereexisもSanaturalcor－  

respondence bctwecn bidirected graphs and degree－tWO  
illequalities．   

AnillCqualityofnvariablesxl，…，X，1iscalleddegree－  

血相i用iseitllerこri＋勺≦1，一∬J－∬ノ≦－lor∬i一句≦O  

fbrsolllCi，j＝1，…，n．Forexample，thefbllowlllglSa  

SyStelllOfdcgree－tWOillequalities・  

－2ニーl≦－1，－∬1＋∬2≦0，∬2＋∬3≦1，2ユ：3≦1，  

∬3＋勘≦1，∬3－∬4≦0，∬2－エ3≦0．  

（1・1）   

ThcO－1sollltiollSOfadegree－tWOinequalities areof  

specialintcrest．Thestablesets，the nodecovers．the  

i（leals。fa（di，CCt。d）g，aphar。describdastheO－1solu－  

もiollSOfsystenlSOfdegree－tWOinequalities．Itshouldbe  

alsot10もedtllatdegree－tWOCOnSもraint8are，illdisgulSe，a  

completcsetofimplicantso‖engtllatmOSttWO（t3】）．  

ⅠIlthispa，pCr，WeCOnSidcrarelaxAtionoftlleO－1solu－  

tiollSOfdegree－tWOinequalitics，nan1ely，WeCOnSiderthe  

SOlutiollSetOfdegree－tWOinequalitiesandtheillequali－  

ticsO≦xj≦1（j＝1，…，n），WllicllWeCa11afractional  

degree－tWOpOlytopc・   

望。IP三相乳量m鼠ma『五e＄   

Inanobviousway，OneCanaSSOCiateabi（lirectedgral）h  

Gtoasystemofdegree－tWOinequalitics（sec（4】）．For  

OureXampl占（1．1）thebidirectedgraphillFig11rel・1cor－  

rcsponds．Nowasystemofdcgreetwoillequalitiesde－  

scribcdin．termsofabidirectedgraphG＝（VIA）as  

裾〉≦妄（∂刷〉（α∈A）， （2・1）  

where皿v＄tandsfortheall－1columnvector，（・，・〉isもhe  

（cal10nical）innerproduct，and∂ashouldbercgardedas  

avecもorinRV・Conversely，glVenallybidirecもedgraph  
G＝（ⅥA；∂）．thesysteln（2・1）ofinequalitiesisdegree－  

two．HellCe，from nowon，Wealwaysassociatesabidi－  

rcctedgrapllGwithasystemofdegree－tWOillequalities・   

GivcllabidirectedgrapllG＝（VIA；∂），WeCal1the  

solutioll set of the systeln 

く軸，£）≦書く∂αル〉（α∈A），  ●（2・2）  

0≦∬（γ）≦1（u∈V）  （2・3）  

ofillequalitiesa♪ⅦCtionaldegree－tWOPOlytqpeassociated  

With bidirected graph G＝（竹A；∂）anddenoteit by  

FD2P（G）・   

AnidealpolytqpeIP（G）associatedwithabidirected  
grapllG＝（竹A；∂）isdefinedasthesolutionsetofthe  

SyStem  

く飢，∬〉≦0（α∈A），  （2・4）  

－1≦∬（v）≦1（〃∈V）  （2・5）   

Ofinequalities．   

WcdellOte by3V thescもOfalltheordcredpairof  
（1廟ointsubsetsorl′，i．e．，3l′＝（（封′）l封′⊆lリ高  

ORcscarcll用1）pOrtedbyaRcsearchFellowsh墓pofJapanSociety  
forthcPromotiol101ScienceIorYoullgScierLti＄tS．  
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Y＝0）．WecalleachelelllelltOf3VasignedsubsetofV．  

Anilltegralsolutionxof（2．4）…（2．5）isl11adccorrespond  

toasiglle（lsul）Set（ズ，1′）ofV舶  

（∬，1′）＝（（l′巨∈11∬（む）＝1●），（可γ∈竹ユ：（γ）＝－1））．  

（2．6）  
andiscallcda11idcatofG．Allideal（X，Y）ofGiscal1cd  

SPannin9ifXuY＝V・LctusdenotebyZ（G）thesct  
Ofalltllei（1ealsorG．   

GivellabidirectcdgraphG＝（ViA；∂）andawQight  
functiomⅧ：V → R，the mれ血Ⅷ潤一ひei♂んfide8J  

PrObLem（（1））isde餌ed asfo1lows：Millimize（w（X）一  

旭（1′）l（ズ，l′）∈ヱ（C））．  

It fo1lowsfrom tlledefinitiollS that  

Lemma2．1：ん＝明丹誠rec亡ed押pんG＝（竹A；∂）we  

九αVe∬∈FD2P（G）げnmdo7和げお－1v∈IP（G）．凡「一  

肌emore，わr（myⅦ：V→R£由肌Optimαigo毎払m♪r  
min（∑v∈VW（v）x（v）［x∈FD2P（G））qandonLyq2x－1v  

由α－1叩fimαJぶ0如ionルr mill（∑u∈yひ（〃）£（り）い ∈  

IP（G））・  
口   

ForallySubsetUofvcrtcxsetVth占rqpectionqfG＝  
（竹A；∂）byUi声tlle bi（lirected graph G’＝（竹A；al）  

dchleda5fbllows．Forcacharca∈A，if∂a＝土v土w，  

wedefille  

∂′α＝土中）v土亡（t〃）叫  （2．7）  

WhereforcadlV∈V E（v）＝1ifviUa11（l＝－1if  
V∈U．WedellOtethereflcctiollG’byG：U．  

3．TheintegralityofIP（G），s  

Givenabidirect白d＄r攣ItG＝（竹A；∂），thcsi9nedcov－  

eTinggraphe＝（V，A；∂）ofGisa110rdiparydirected  
graphdcfi11Cdasfollows・TlleVerteXSetVisglVenby  
ウ＝Vx（＋，－）andthcarcset＾by＾＝（a（＋）l空∈  
4）∪（a卜）［（l∈A）・Moreover，theboundaryoperator∂in  
Gisde触cdask）1lows‥Foreaclla∈＾，（i）if∂a＝V－W，  
tllen∂¢（＋）＝（〃，＋卜（叫＋），∂αト）＝（叫－）－（γ，－）；  

’ 

l）l 
（γ，－）－（町＋），∂α卜）＝（叫－）－（v，＋）．   

Supposc that we are given a bidirected graph G＝  
（竹A；∂）・Letuscpnsidertheli11earprOgrammingprob－  

1cm（Pw）：MinimlZe（∑l，∈VW（v）x（v）lx∈IP（G）），WllCre  

w：V→RisglVenWeightfunction．Associatcdwith  

聖blcm（Pt。），Wedefinealinearprogrammi1－gprOblem  

（P，〃）祁bllows．  

（藍）‥ Mill∑（呵宮＋）孟（示，＋）＋坤，－）和一））  
l一∈l′  

s．t．〈由，蕊〉≦0（a∈j），  （3．1）  
0≦妄巨，土）≦1（〃∈V），  （3．2）  

whcre tb：ウ →Ris de餌ed by壷（v，＋）＝W（v），  

呵u，－）＝一両〃）中川∈V・   

Forx∈IP（G）define孟∈Rl′by   

孟h＋）＝1n可0，エ（瑚，和一）＝－ 

（3．3）  
breaclllJ∈V．   

Wecallavecto一言∈RV由0如〆cirforeacll■U∈V  
‡（リ，＋）三（〃，－）＝Oholds．  

Lemma3・1：mem叩pi叩dぴnedむy（3．3）タive川抑e－  

わー抑eCOm叩0†ldenceム年毎ee†l兢eざef〆班eo〆わ几αJざ0一  

山f血ぶ哩u）α元d鮎∫e相加ヤ加函c印南仙正郎血一  

山耶扉（Pu）．  □  

Tbeorem3・2：凡rαmy♭idirecfedタ「叩九GIP（G）iざi和一  

吻和J抑dFD2P（G）iβJ柑折れ軸mJ．  ロ  

Corollary3．3：凡rαnyゐid加c‘ed♂叩んG鮎肋e¢r  

pr卿Ⅶm汀モヤクro抽mo脚FD2P（G）c肌あere血ced  

わ仇eInlnlmll打トWeiタ最idedJp和ムJem♪r G．αnd扇ce  

verざ乱 ロ  

4．Chatact6rizations ofIntegral   

FD2P（G）  

Abi（lirectedgraphG＝（V．A；∂）iscalledbaLancediffbr  

SOlneU⊆Vtllere負ectionG：UofGbyUisanordinary  
directedgraph．  

Theorem4・1：FD2P（G）isintegraLqandqnLyqGis  
bαねmced．  □  

ForanyQ⊆【0，1】VandU⊆Vdefi11etllenegationQ！U  
OfQatUbyQ！U＝（x！Utx∈Q），Wherex！Uisdcfined  

byx！U（v）＝1－X（・U）ifv∈Ualld＝X（v）otllerWisefor  

eaclllJ∈l′．  

Corollary4．2：凡rαnyふid如c‘edgr叩九CFD2P（G）ね  

i†l吻mJび血dom毎びFD2P（G）＝ノ扇＝川」椚九wryideαl  

J柑JyわpeノbrざOmeU．⊆V．  □   
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