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を満たすものとする．この性質はM①mg¢性と呼   

ばれている．2本の枝（豆，刃，（豆′，J′）に村し，五＜査′   

かつメ＞J′，又は奄・＞慮′かつメ＜ブ′ を満たすと   

き，（慮，ブ）と（豆′，J′）は交差すると言う．   

補題乱 どの枝も交農しない，最適た－割当が存在   

する．  

この補選から，マッチング（（り）：ト＝1，…，托I   

は最適れ一部当となる．一方，最適1－割当を求め   

る場合，すなわち最小重みの枝を求めるときには   

0（托2）時間を要することに注意する．  

補題1と枝の重みのMonge性より次の性質が   

導かれる．   

補題乱交差する枝を持たない最適た一朝当職   

に対し，次の条件を満たす最短な増加道及び減少   

道アが存在する：タ＼穐に含まれるどの枝も   

アリjl鶴の枝と交差しない．  

彼の交差する組を持たない任意のマッチングJ泌   

の枝集合を  

〟＝†（豆J（〟），JJ（〟））：g＝1，2，・‥，I叫），  

豆1（財）＜宜2（財）＜…＜宜l叫（財），  

力（〟）＜力（〟）＜・‥＜毎l（〟），   

と表す．マッチングノばに対して，・枝集合を   

H豆一（財），力（財））：g＝1，‥・，l叫）  

∪†（豆け1（〟），ブJ（〟））：～＝1，…，l叫－1）   

とする交互道を貧（〟），枝集合を   

i（豆J（財），jJ（財））：ト＝1，‥・，l叫）  

∪（（豆J（〟），カ＋1（〟））：J＝1，…，ト叫－1）   

とする交互道を為（〟）とする．   

系4．交差する枝を持たない食通た－割当Jも先に射   

し，次の条件を満たす最短な増加道Pが存在する：   

Pほ最初と最後の枝を除き，貧（穐）か為（J鶴）   

のいずれかの交互道に含まれる．   

系＄．交差する杖を持たない最適た－割当jl鶴に   

射し，次の条件を満たす最短な減少道Pが存在す   

る：Pは旦（鳩）か角（脇）のいずれかの交互  
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近年，彼の重みがMonge性を満たす2部グラフ  

での様々な問題に対し，盛んな研究がなされてお  

り【2，1】，当学会においても応用例が報告されてい  

るr5】．本稿では最適た一割当問題に対し，効率的な  

算法を提案する．  

且。最適鮎割当問題   

頂点集合をβ＝‡1，2，・‥，托），ア＝（1，2，…，れ），  

枝集合を眉＝β×r＝（（五，ブ）：哀∈g，J∈r）とす  

る完全2部グラフ（β，ア；g），及び各枝（盲，ブ）∈β  

の重み叫亘，J）が与えられている．このような2  

部グラフにおいて，ちょうどた本（1≦た≦乃）の  

枝を持つマッチングで重み最小のものを遠道鮎割  

当と呼ぷ．食通た一割当は0（た托2）時間で求められ  

ることが知られている【3】．   

最適ゐ一割当を求める際に用いる，いくつかの道  

の定義を行う．任意のマッチング財に対し，財  

に属す枝と朗■に属さない枝が交互に現れる道を  

交互過と呼ぶ．   

頂点集合†豆：（盲，メ）∈〟），（J‥（豆，刃∈〟）  

をそれぞれ∂ぶ叫勧1財 と表す．任意の2頂点  

盲∈β＼∂∫〟とJ∈r＼み〟を結ぷ交互適を増  

加道，任意の2頂点戎∈軸〟とノ∈∂r〟を結ぶ  

交互道を洩少過と呼ぶ．交互道ダの長さg（タ）を   

g（P）：＝∑（ぴ（盲，ブ）：（豆，ブ）∈ダ＼〟）  

－∑（w（戎，J）：（盲，メ）∈PnJば）．  

により定める．  

補選且。脇 を最適た－割当，ア十（タ‾）を且免  

の最短な増加道（減少道）とする．このとき〟た△  

ダ＋（ノ協△ダ●）は最適（た＋1）－割当（最適（た－1）一  

割当）となる．ここで△は対称差を表す．  

望。M①mg¢性   

以下，彼の重みは条件   

豆＜豆′ かつプ＜J′   

＝⇒叫豆，J）＋ぴ（宜′，ブ′）≦ぴ（盲，J′）＋w（戎′，メ）  
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道に含まれる．   

この結果，最適（た＋1ト割当（最適（た－1）一割当）  

を求めるために調べる増加道（減少追）は非常に限  

られたものになり，次のような算法が導ける．  

0算法1（〟の枝の数を繰り返し増やす）0  

手順1：〟：＝臥  

手順2：I叫＝たならば終了，  

手順3：P＊：＝最初と最後の枝を除き，巧（〟）  

か角（〟）に含まれる増加道の中で最短なもの．  

手順4：〟：＝〟△P＊．手順2へ戻る．  

0算法2（〟の枝の数を繰り返し減らす）0  

手順1：〟‥＝（（＝）：J＝1，…，叶  

手順2：l叫＝たならば終了．  

手順3：♪＊：＝巧（〟）又は巧（〟）に含まれる  

減少道の中で最短なもの．  

手順4：〟：＝〟△P★．手順2へ戻る．  

3．増加道及び減少道の検出   

算法1及び2の時間計算量は手順3の実行方法  

により決まる．   

算法1においては，枝集合（（り）‥ま¢∂．9〟，ブ¢  

∂r〟，（i，ブ）は〟のどの枝とも交差しない）に  

含まれる各校を調べる必要がある．この枝集合．は  

0（†12）本の枝を含むので，手順3において0（托2）  

時間を要してしまう．   

一方，算法2の手順3は次のように実行できる．  

まず，巧（〟）に含まれる，最短な減少道の求め方  

を示す．  

αJ：＝Pl（〟）において宜1（〟）とJJ（〟）  

を結ぶ遣り長さ（J＝1，…，l叫）  

むJ：＝巧（〟）においてわ（〟）と盲J（〃）  

を結ぶ道の長さ（～＝1，…，l叫）  

とすると，次の式が成り立つ．  

mill（J（P）‥P⊆n（〟），Pは減少道）  

＝トnin（岬）   
1イ●   

：（戎r（〟），ふ（〟））∈P⊆巧（〟），Pは減少道）】  

＝【1niIl（叫：J≧r卜1naX（い≦佃  
1t  

値町舟（J＝1，…，I叫）及びmin（αJ：g≧r），  

max（♭J：J≦r）（↑・＝1，…，l叫）は0（1叫）時間で  

計算出来るので，旦（〟）における最短な減少道は  

0（l叫）時間で見つかる．同様にしてろ（〟）にお  

ける最短な減少道も見つけられる．ので，▲0（l叫）  

時間で最短な減少通が求められる．  

定理6．Monge性を満たす完全2部グラフでの最  

適た一割当は0（†▲12－た2）＝0（（和一た）m）時間で求  

められる．  

4．ぁわりに   

本稿では頂点の数がI5t＝lrI＝れの場合を  

扱った．lgI＝m，lrl＝m（托≦〃l）の場合につ†、  

ては，最適㍑－割当問題は動的計画により0（mTl）  

時由で解ける【4】．同様ゐ手法を用いることで，最  

適た一割当は0（m†l＋（れ－た）m）時間で求められる．   

また，最適た一割当問題は次の特殊な輸送問題に  

拡張できる．  

min・∑芸1∑た1ひ（壱，ノ）∬（豆，J）  

S■t・∑デ＝1∬（五，メ）≦αi（五＝1，…，，乃），  

∑畏1∬（乞」）≦むi（ノ＝1，…，㍑），  

∑；≡1∑左1∬（壱，メ）＝9，  

∬（盲，J）≧0（豆＝1，…，m，J＝1，…，m）．  

ここで各αi，むj及び9は正の整数とし，∑琵1αi＝  

∑畏1bJ≧曾を満たすものとする・枝の重みが  

Monge性を滴たすときは，この間題に対しても同  

様にして0（m＋m＋陀（∑芝1αi－9））時間で解け  

る．この間題に対し，強多項式時間の効率的な解  

法の構築が今後の課題である．  
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