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単調な相補怪聞題に対する修正ニュートン法  
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福島雅夫 FUⅨUSⅡIMAMa5aO  

且 序論  

非線形相補性問題は，次式で定義される．  

lⅣCP（ダ）】Find‡∈点れsuchthat  

£≧0，ダ（ェ）≧0，‡rダ（£）＝0．   

ここで，椚ま点れ→腐れの連続的微分可能な関数である．   

最近，この間題を等価な方程式系や最適化問題に変  

換して解く方法が活発に研究されている．特に，次の関  

数¢を用いた変換が注目を集めている．  

綽，り＝1石弓扉－α－む．  

この関数を用いてNCP（ダ）と等価な方程式系を  

が存在するなら，馴ま昔でβem豆βmOO仇という．さらに，  

すべてのd→0とすべての∬∈∂甘（〇＋d）に村して，  

∬d－か（芯；d）＝0（‖舶）  

なら，甘を〇で油醐殉Ⅷ刑如仙畑という．   

定義2．2甘を局所的リプシソツとし，か宙を吼が微分可  

能となる点の集合とする．このとき，啓のヱでのβ一劣微  

分∂β馴ま次式で与えられる．  

∂βせ（〇）＝1im伊（㌔）  
立良∈℡脅  
ロb一£  

semismoothな関数世の零点を一般化ニュートン法で  

求めるとき，解がにおけるB一劣微分∂8せ（が）の要素が  

すべて正則であれば，アルゴリズムは局所的に超1次収  

束することが知られている【2】．   

以下では，NCP（町に対して定義される関数⑳と♂に  

ついて述べる．   

定浅乱3ⅣCタげノの解がにおいて，もし，すべてのガ∈  

∂β◎（が）が正則ならば，がを馴こ関してββ・正則と呼ぶ・   

定義からわかるように，あるiに対してェi＝0＝  

彗（諾）をみたす点において関数超は微分不可能であるが，  

B一劣後分∂β◎は存在する【11．   

馴こ対しては次の性質が示されている．   

命題2．皿〃J  

（a）もし，ダがリブシッツ連続ならば㊤もリブシッツ連  

続であり，ダがβem盲βm卯妨ならば⑳もβemiβm00仇  

である．   

（呵どの彗も〇において2回微分可能で，そのヘシア  

ンが諾においてリブシソツ連続であるとする．その  

とき，馴ま訂でβゎれggyβem盲βmOO仇である． □   

命題2．2〃ノ  

（a）ダが微分可能ならば♂も微分可能であり，任意のガ∈   
∂β◎（ェ）に対して次式が成り立つ・  

∇吋）＝が◎匝）  

¢（ェ1，賞（ェ））  

¢（ェ2，為（〇））  

¢（訪れ，汽．（ェ））  

⑳（£）＝  

で表し，メリット関数を  

♂（〇）＝喜1榊）ll2  

と表す．馴ま微分可能ではないが♂ほ微分可能である．   

本発表では，Fが単調関数であるNCP（ダ）に対する  

大域的収束するニュートンタイプ法を提案する．この方  

法では，韓索方向を求める部分問題は線形方程式であり，  

必ず唯一の解をもっている．その解はメリット関数βの  

降下方向を与える．また，このアルゴリズムは，非退化  

の仮定が成り立たないときでも，適当な正則性のもとで  

2次収束する．なお，本発表の詳細については，【3】を参  

照されたい．  

望 準備的事項  

定窪2．乱世を局所的リブシソツとし，∂馴ま関数留の劣  

微分とする．もし，すべてのvに対して，極限  

1im  ∬vJ  
〝∈∂宙（ェ＋lvJ）  

vl一個，り0  
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（b）すべての〇∈見れに対して，♂（訂）≧0であり，β（〇）＝   

0とェが〃CP「りの解であることとは等価である．  

（c）ダが単調関数ならば，βの停留点は〃CPげノの解で  

ある．  □   

3 大域的ニュートンタイプ法   

以下では，ダは単調写像であると仮定する．．この節で  

は，ダが単調であるようなNCP（ダ）に対するニュートン  

タイプのアルゴリズムを提案する．   

一般化ニュートン法l2】では，∂β◎（㌔）の要素∬を  

ひとつ求め，それに対して線形方程式を解いて探索方向  

を求めていた．しかし，ダが単調という仮定のみでは，g  

は正則とは限らない．そこで，∬を近似した正則な行列  

Gを構成し，線形方程式Gd＝－◎（㌔）の解を探索方向  

として用いることを提案する．   

正則行列Cを作る方法を説明する．任意の∬∈  

∂月○（昔）は，∬＝β。＋βげ′（∬）で表すことができる．こ  

こで，β。＝dぬタ（α）は，ベクトルαに対して，αの各要  

素α‘を対角要素とする対角行列である．この行列は正則  

とは限らないので，次に定義する昆iと古iを用いて，  

G＝β砧a＋q両げ′（ェ）  

を定める．  

た：＝た＋1としてステップ2へ．  ロ   

命題3．1より，ステップ3のdたは一意的に定まる．   

このアルゴリズムが大域的収束性をもつことを証明  

する．まず，ステップ4で求めたdがβの点諾における降  

下方向になっていることを示す．  

補語3・1もし，〇たが〃CPげノの解でなければ，ステッ  

プ4で得られるdたは次の降下条件を満たす．  

－∇β（㌔）rd＜0  

以上の結果より次の大域的収束定理が成り立つ．  

定理3．1アルゴリズムによって生み出される点列が集  

積点をもつなら，その集積点はⅣCタげノの解である．□   

次に，アルゴリズムの収束率の解析をおこなう．  

補毘3．2ェたの集積点の1つよ－が¢に関してββ一正則な  
解であれば（㌔）→エ■が成り立つ．  ロ  

補籠3・3（〇りの集積点の1つ才●が○に関してββ一正  

則な解であるとする．また，ダが∬■のそばでリブシッソ  

連続であるとする．このとき，十分大きなたに対して，  

毎＝1となる．  □  

これらの結果より，次の収束定理を得る．  

定理3．2（㌔）の集積点の1つ〇●が◎に関してββ一正  

則な解であり，封ま〇－のそばでリブシッツ連続であると  

する．このとき，アルゴリズムはがに超1次収束する．  
さらに，どの彗もォいで2回微分可能でそのへシアンが  

リブシッツ連続ならば，アルゴリズムは2次収束する．0   
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ここで，∈∈（0，1－ノラ／2）である．  

命題3．1〝CPげノの解でない点，すなわちβ（ェ）＞0の  

点〇において，上記の方法で定めたCは正則である．ロ  

ニュートンタイプ法  

ステップ1：初期点ヱ0とパラメータp∈（0，喜），β∈   

（0，1）を選びた‥＝0とする・  

ステップ2：㌔が終了条件を満たしていれば終了し，そ  

うでなければステップ3へ．  

ステップ3：g∈∂β◎（ェ）を選び，上記の方法でCを   

定める．Gd＝－◎（㌔）を解いてdたを求める・  

ステップ4：〇頼1：＝㌔＋行㌦とする．ここで，毎は次  

の式を満たす最小の非負整数mを用いて毎：＝βm  

と定める．  

♂（㌔＋βm㌦）－♂（㌔）≦βmβ∇♂（㌔）rdた  
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