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ShirohSuzuki＊andPhanThienThach†  

TokyoInsもituもeofr托cbnology  
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LeもXbeasetofftaBiblesolutionsin凪n defined bya  

SyStemOflinearinequalitiessuchthatO∈int（X）．AIsothat  

cl，C2，・・・，Ckbekindependentvectorsin凪n，andletXO  

bethee代cient＄etOfthefb】lowIngmu）ti－Objectiveprogram  

望 D皿a且凪叩『℡S忠皿也a也五①m＄   

Forag］VCnPerturbationswede石ne  

v8＝〈り∈見れ   sup（り，訂〉  
工∈ズ＋Cd  

タ（り）＝illf（（c，∬）l（リ，∬〉≧1，訂∈ズ）．  

Then，VDi8aPOlytopeand9（・）isaquasi－COnCaVefunction．  

Adualprogramoftheprogram（2）is【1】  
maximize（ci，訂〉，i＝1，…，ん  

Subjectto c∈X．  

min†g（り）lv∈Vり．  

Foravalid perturbation parametersonehas  

（3）  

WeareinterestedinsoIvingthefb1low）ngprOgram  

minimize（（c，∬）l才∈∬中）．  （1）  

min（9（v）1v∈V9）＝min（1）．  （4）  

IntlleSequel，WePreSentanOtherdua）representationwhich  

ismoreconvenienttointerpretin term oflexicographicor－  

（1ering・   

ForanyL＞Owedefine  

De爪ne   

良  

d＝∑c‘－C‘（8）＝C‘＋βd，  

i＝1  

C8＝（ご∈月れI（ci（β），訂）≦0∀i＝1，…，呵，  

∬∂＝∬＼int（ズ＋Cβ）．   

Irthepertu†bationparametersissmall，thenX9＝XO and  

thepro＄ram（1）i＄equivalenttothefbllowingperturbated  

PrOgra・m  

minimize（（c，∬），l訂∈∬り．  （2）  

A perturbation parameters8atisfyir唱XD＝Xbissaid to  

bevalid．1tisknownthatthi＄parameterisvalidifitispos－  

itiveandsmallenough・Theprogram（2）iseas；erthan（l）  

becauseofnodua・litygap・A va］id perturbation parameter  

could be verysma］1，and thererbreit may cause numerica）  

dif罰c11Ity．Inordertoobta・inamorecomputaもiona］lyreliab）e  

algorithm，We uSea］exicographicordering approach．This  

Well－known approach helps us to find an optimaIsolution  

Without worrylngabout thespeci抗c valueorthe perturba・  

tion parameter．  

・ヰ＝主人・亡－  

SuP（ll，訂）≦1，入i≧t ∀盲＝1，…，た  
∬∈ズ  

（5）  

gettingthefollowingdualprogram  

min（g（u）lu∈Uり．   

Thedual（5）－（6）ca・nberewrittenas  

（6）  

minimize G（入），  

subjectto 入∈At，  
（7）  

wherefor入∈Rた  

〈∑た1入‘わ〉≧い∈ズ〉，  G（入） ＝in†  

∧t＝（入∈  叫∑た1入‘（c‘，∬〉≦1∀∬∈ズ，  

入i≧f ∀i＝1，‥・，た  

（8）  

G（・）isaquasトconcavefunctionon凪k，∧‘isapolytopein  

Rk．Fori＞OsmalIenoughonehas  

nlin（7）＝min（1），  

andif入O soIve＄（7）thenanysolutionof  
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3 LexicographicRule   

Wedenote by rt thesetofverticesof＾t．Each vertex  

入∈rtcorrespondstoabasicftasiblesolutionand；tcanbe  

representedas人＝α＋iP・Theset o†such vectors（α，β）  

is ca．1Ied theshado伽orrt．It has been known that thcreis  

Io＞OsuchtllatIbranyt∈（0，Lolthesy苧†em  

た  ∑入府‘，∬）≦1∀ェ∈Z，入‘≧川＝1，‥・，た  
i＝1  

ha5theきameba5icf古都ible50】ution5，hencert hasthesa∫ne  

shadow r．Let△be the convex hu）lof r．The set△is  

Cal］edtheshadowof＾twithL＞Osrnal）enough・Fbreach  

（α，β）∈R鼻×Rたwedenneん（α，β）∈R2：  

isbounded・r；isthe＄etOfverticesof＾；・Set△j＝  

COnV（rメ）・△Jisarelaxation of△．Irん（α，β）ゴ（1，0）br  

（α，β）∈rJ，then（α，β）∈▲r．   

Rel8X8tionAlgorithm   

Iterationj（j＝1，2，・・・）Thisiterationisentered with a  

SubsetZjOfZwhichdeGne＄＾；，andrjOfftasible  

basicsolution＄Or＾；withL＞Osmal］enough・  

Stepa Fbrany（α，β）∈rjWeCOmPuteF（0，β）bysoIving  

theparametricLP（10）inwhichtissupposedtobe  

POSitive and smallenough・If F（α，β）＜（＋㈲，0），  

then denote byc（α，β）theoptima）solution of（10）  

Withi＞Osma・11enough・  

Stepb Define（αj，βj）8uChthat  

F（oJ，〆）＝lexico－min（F（α，β）l（α，β）∈rメ）   

Step c Solve 

（  

‘ ヰ（9）  

t  と  

∑項‘，‡〉，∑β‘（c   ん（α，β）＝Iexico－min  
古∈ズ  

i＝1  i＝1  

LetllSCOnSiderthefo1lowlngparametricLP  

た ∑（α‘＋㈲（c‘，訂〉≧い∈ズ i＝l  
（  
∑ 
＝l  i＝1．  轟旬，∑β恒  

（10）  
柚恒 

i   

Iexico－min  
エ∈ズ  

Thereis to＞Osuch that the program（10）has thesame  

OPtimalsimp）ex taLb］eau and theoptimalvalueG（0＋tP）  

hastheIbllowingformforanyt∈（0，Lo］  

obtainingitsoptimalvalueh（oj，βj）anditsoptimal  

basicsoIution2；j．  

StepdIfh（αj，βj）ゴ（1，0）thenstop：巾j，Pj）isoptiTnal  

to（1），elseupdateZル1＝Zメリ才メ・  

Step e De市neanewretaxation  （  

の（α，β）汀G（α＋岬）isconstanto†t∈（0，瑚  

G（α＋岬）＝  
〃1（α，β）＋  Otherwi5e，  

♂2（α，β）＋嘲（α，β）   

Where〃3（叫β）≠0．   

Wede6nearunction F：Rk xRk・→RxR．  ∧；・l＝（入∈Rた  

上  

∑入‘くc㍉）≦1∀∬∈Z川，  
i＝1  

（＋∞，0）irんトα，－β）トト1，0）  

（仇（α，β），0）irん卜α，－β）ゴト1，q）  

andG（α＋岬）isconstanto†t∈（0，‘0】  

（頼，β）・ホ頂，一難豊）otherwise・  

入；≧t ∀i＝1，‥・，た  

F（α，β）＝  
andcomputerj＋l・Gotoiterationj＋1・  

Ifh（Qj，βj）ゴ（1，0）then3：（Qj，βj）doesnotdependon  

the parameter andit soIve＄（1）．The relaxation algorithm  

terminatesafterfiIliteIymanyiterationyieldinganoptimal  

solutionoftheprogram（1）．  

Thefun9tionF（・）iscalledthe＄hadowofG（・）・   

U5ingthe5hdow△or∧tandtheshadowダofC、VeCan  

interpretthedualI汀Ogram（7）asfo］］ows  

lexico－minimize（F（ct，β）l（α，β）∈r）・  （11）   

ThisprogramiscalIedtheshadowo†thedualprogram（7）・  

Since Fisquasトconcaveand△is theconvex hullofr，an  

optima】solution orthis probIemis al50alex；cograpl－ical  

minimizero†F（・）on△．  
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4 RelaxationAlgorithm   

LetZjbeasubseto†Zsdchthat■there］axation＾；of＾t‥  

∧ト＝〈入∈尺悼（c‘・榊∈Zメ，  

入i≧f∀i＝1，・‥，た  
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