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本研究の目的は, 多スタート法を用いた大規模
組合せ最適化の困難さについて理論的に解析し,理
解を深めることである. 多スタート法は,「多様化
機構」をもつメタヒューリスティクスであり, 異
なる初期解から局所探索法を繰り返し再スタート
させる. 多スタート法は, 多様化機構の種類によっ
て, (i)ランダム多スタート局所探索法や GRASP

などのランダム多スタート (RMS)法と, (ii)反復
局所探索法や可変近傍探索法などのランダム摂動
(RP)法に大別される. RMS法は, ランダム化構築
法によって初期解を生成するのに対し, RP法は得
られた「良質解」を摂動させて初期解を生成する.

一般に, 多スタート法は実装が容易で比較的良好
な性能を達成することから, 目的特化型のヒュー
リスティクスを設計する際のベンチマークとなる.

本研究の目的を果たすため, 標準的な多様化機
構をもつRMS法に着目し, 大規模組合せ最適化に
おける最適値と最良実験値のギャップ (誤差)を詰
める困難さを解析する. 厳密に言えば, RMS法で
生成される実験解の目的関数値は独立同一分布に
従う保証はないが, その仕様から, 偏りの少ない良
質解を生成している可能性が高く, 実験解の集合
は良質解の分布に関する有益な情報を含むと期待
できる.

さて, 本研究に関連するテーマとして, 最適値の
推定がある. 最適値の推定法は 2つに分類できる.

一つは, 緩和問題を利用して最適値の下界 (あるい
は上界)を求める「緩和法」である. もう一つは,

極値理論などの統計的手法を用いて最適値の点推
定や区間推定を行うものである [1]. ちなみに, 極
値理論による最適値の推定に関する先駆的な研究
は, Golden [2]によってなされている.

しかし仮に, 最適値からの最良実験値のギャップ
がわかったとしても, そのギャップを詰めるための
計算時間の見積りは容易ではない. 多くの場合, 計

算の初期段階ではギャップは急速に改善するが, 比
較的早くギャップがほとんど減少しない定常的な
段階に到達する. 図 1aは, そのような状況の典型
例を示している. 図 1aが示すような状況では, 推
定最適値からの最良実験値のギャップが小さくて
も, そのギャップを縮めるための計算コストは膨大
である.

また, 図 1bは, 最適値からの最良実験値の相対
ギャップがスケールフリー性をもつ, すなわち, 冪
的に減少することを示している. つまり, 最良実験
値の相対ギャップを半減させるのに必要な反復回
数は, 完了した反復回数に漸近的に比例して増加
する. これは「ゴールに近づこうとすると遠ざか
る」現象であり, スケールフリー性に起因する「呪
い」とも言うべき「大規模組合せ最適化の困難さ」
の現れの一つである. 以下では, この現象を「ス
ケールフリーの呪い」という.

ここで「スケールフリーの呪い」の理論的根拠
となる「期待相対ギャップの冪乗則公式」を紹介
する (導出に極値理論を用いるので最大化問題を
考える). x∗ > 0を最適値とし, 最良実験値が xで
あるという条件のもとで RMSの追加 n回の反復
によって達成される最良実験値を Znとおき,

∆n(x) :=

∣∣∣∣x∗ −max(Zn, x)

x∗

∣∣∣∣
の期待値 E[∆n(x)]を最良実験値の期待相対ギャッ
プとよぶ. そして, 次式が本研究の主要な解析結果
の一つ, 期待相対ギャップの冪乗則公式である [3].

E[∆n(x)] =
Γ (−ξ)
|x∗|

L(n)nξ, x < x∗ <∞. (1)

ここで, ξ < 0 は極値指数, Γ ( · ) はガンマ関数,

L( · )は適当な緩慢変動関数である.

先に述べた「スケールフリーの呪い」は, この冪
乗則公式 (1)が理論的な根拠となっている. 実際,
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(a) Normal axes
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(b) Logarithmic axes

図 1: 100個のランダムな巡回セールスマン問題 (TSP)に RMS法を適用したときの最良実験値の相対
ギャップの推移（ランダム化した最近近傍法で初期解を生成し Lin-Kernighan (LK)法を実行)

式 (1)より, 次が成り立つ.

lim
t→∞

E[∆n+h(n)(x)]

E[∆n(x)]
=

1

2
, x < x∗. (2)

ただし, h(n) = (2−1/ξ−1)nとする. 式 (2)は,期待
相対ギャップの半減期が, 完了した反復回数に漸近
的に比例して増加することを示しており,「ゴール
に近づこうとすると遠ざかる」現象を表している.

冪乗則公式 (1)からわかることは, RMS法と比
べて指数関数的に性能が加速されたアルゴリズム
でなければ,「スケールフリーの呪い」を打破でき
ないということである. 本研究では, TSPLIBか
ら取得した 5つの TSPインスタンス (brd14051,

d15112, d18512, rl11849, usa13509)に対して, 3

つの反復局所探索法 (LK法と 3種類の初期解生成
法を組み合わせた)を適用したが, 最適値に対する
最良実験値の相対的ギャップは高々冪的にしか減
衰せず [3] (口頭発表時に紹介),「スケールフリー
の呪い」は克服されなかった. 一般に, 反復局所探
索法は有力な多スタート法の一つだとされている
ので, 「スケールフリーの呪い」を打破する多ス
タート法の開発は容易ではないと思われる.

本研究の結果から, より良いヒューリスティクス
の開発を目指しても意味がないと結論づけるのは
早計である. これまで多くのソルバー開発者が実
践してきたように, 合理的な計算時間でより良い
解を生成することは現実的に重要である. つまり

本研究が示唆するのは,「いかにギャップを詰める
か」よりも「いつ計算を止めるか」が重要だとい
うことである. そして, その「いつ」を, コストと
利益のトレードオフを考慮して決める必要がある.

しかし, このトレードオフの問題は, 最適値と最良
実験値のギャップを推定するだけでは解決しない.

本研究の理論的および数値的な結果が示すよう
に, 大規模組合せ最適化においては, 最適値と最
良実験値のギャップが小さいにもかかわらず, その
ギャップを縮めるための計算量は予想以上に大き
くなる. したがって, 多スタート法の停止判断は,

最適値の推定よりも, 追加反復による最良実験値
の「期待改善率」のような指標に基づいて行うの
が効果的だろう.
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