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1. はじめに
共正値（COP）錐を制約に持つ錐線型計画—共
正値計画（COPP）と呼ばれる—は，様々なNP困
難な問題を統一的に表現できる問題クラスとして，
近年注目を集めている．しかしそれゆえ，COPP

を解くことも同様に困難である．
COPPを近似的に解く手法の 1つとして，COP

錐に内側ないし外側から単調に収束し，かつ最適
化が容易に行えるような凸錐の無限列（近似階層）
で COP錐を置き換える方法がある．非負象限上
の COP錐に対する近似階層は数多く提案されて
いるが（例えば [1, 5]），非負象限錐以外の閉錐上
の COP錐に対する近似階層は精力的に開発され
ていない．
そこで本研究では，対称錐上の COP錐に対す

る近似階層を与える．また，提案した近似階層と
数少ない既存の近似階層 [2, 6]同士の比較も行う．

2. 準備
2.1. 共正値錐
閉錐K ⊆ Rnに対して，K上の COP錐を，

COP(K) := {A ∈ Sn | x⊤Ax ≥ 0 ∀x ∈ K} (1)

と定義する．ただし，Snは n次対称行列空間であ
る．特に，Kが非負象限錐 Rn+ := {x ∈ Rn | x ≥
0}のとき，COP(Rn+)を COPnと書く．
2.2. 対称錐とEuclid的 Jordan代数
本研究では，式 (1)におけるKが対称錐の場合

に焦点を当てる．対称錐は Euclid的 Jordan代数
（EJA）と深い関係がある．有限次元実線型空間E
における対称錐 Kが与えられたとき，ある EJA

(E, ◦, •)（Kに関連する EJA）が存在して，Kは
積 ◦に関する Eの 2乗元全体 {x ◦ x | x ∈ E}と書
ける．本稿では，Rnに含まれる対称錐Kのみを考
えるため，線型空間Eは常に数空間Rnである．た
だし，Rnが EJAの構造を持つことを強調する際
には，Rnを依然として Eで表す．階数 rkの EJA

(E, ◦, •)に対して，その順序付き Jordanフレーム
全体からなる Erkの部分集合を F(E)と書く．

3. 2乗和内側近似階層
本節では，一般の対称錐 K ⊆ Rn 上の COP錐
に対して，2乗和（SOS）制約で記述される内側
近似階層を与える．対称錐 Kに関連する EJAの
1つを (E, ◦, •)とする．
命題 1 ([3,定理 3.3]). 各非負整数 r ∈ Nに対して，

Kr(K) :=

{
A ∈ Sn

∣∣∣∣∣ (x
⊤x)r(x ◦ x)⊤A(x ◦ x)

が SOS多項式

}
と定めると，各Kr(K)は閉凸錐であり，次の 2つ
が成り立つ：

(i) 任意の r ∈ Nに対して，Kr(K) ⊆ Kr+1(K) ⊆
COP(K) （単調非減少性）

(ii) int COP(K) ⊆
⋃∞
r=0Kr(K)（収束性） □

集合Kr(K)は，大きさが
(
n+r+1
n−1

)
（これは rを

固定すると nに関する多項式）の半正定値制約で
記述できる．便宜上，集合列 {Kr(K)}r を NN型
近似階層と呼ぶ．

4. 非 2乗和近似階層
まず，Kが一般の対称錐の場合を考える．対称
錐Kに関連するEJAの 1つを (E, ◦, •)とし，rkを
その階数とする．このとき，COP(K)が次の集合⋂
(c1,...,crk)∈F(E)

{A ∈ Sn | [c⊤i Acj ]rki,j=1 ∈ COPrk} (2)

と一致することを証明できる [3, 補題 4.1]．
対称錐上のCOP錐に対する近似階層を得るため
のアイデアは，式 (2)に現れる COPrkを，COPrk

に対する近似階層で置き換えることである．この
方法の問題点は，集合 F(E)が一般に無限集合な
ので，近似階層で置き換えて得られる集合列を構
成する各集合も一般に無限個の制約で記述される
ということである．しかし，Kが非負象限錐 Rn1

+

と 1つの 2次錐 Ln2 の直積集合のとき，[1, 5]で
それぞれ与えられている多面錐近似階層で COPrk

を置き換えると，以下で述べるように，非 SOSな
半正定値制約で記述される近似階層を得ることが
できる．
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4.1. 内側近似階層
式 (2)に現れる COPrk を de Klerkと Pasech-

nik [1]によって与えられた内側多面錐近似階層で
置き換えて得られる集合列 {Ir(K)}rは，その第 r

番目の集合が

⋂
(c1,...,crk)

∈F(E)

{
A ∈ Sn

∣∣∣∣∣ (x
⊤1)rx⊤[c⊤i Acj ]

rk
i,j=1x

が非負係数のみを持つ

}

となる．

命題 2 ([3, 命題 4.7]). 各 Ir(K)は閉凸錐であり，
集合列 {Ir(K)}r は命題 1と同様の単調非減少性
および収束性を満たす． □
ここで，対称錐K = Rn1

+ ×Ln2に関連するEJA

(E, ◦, •)を取ると，その階数 rkは n1 + 2であり，
集合 F(E)は Rn2−1 における単位球面を用いて記
述される．そのため，rk 変数 (r + 2) 次の斉次
多項式 (x⊤1)rx⊤[c⊤i Acj ]

rk
i,j=1xの各係数が任意の

(c1, . . . , crk) ∈ F(E)に対して非負となる条件は，
n2変数のある 2次関数が球面上で非負となる条件
として書けるが，それは大きさが n2の半正定値制
約を用いて記述できる [4]．
以上をまとめると，集合 Ir(K)は，大きさが n2

で本数が
(
rk+r+1
rk−1

)
（これは rを固定するとn1に関

する多項式）の半正定値制約で記述できる．便宜
上，集合列 {Ir(K)}rを dP型近似階層と呼ぶ．

4.2. 外側近似階層
式 (2)に現れる COPrkをYıldırım [5]によって

与えられた外側多面錐近似階層で置き換えて得ら
れる集合列 {Or(K)}rは，その第 r番目の集合が

⋂
(c1,...,crk)∈F(E)

{
A ∈ Sn

∣∣∣∣∣ x
⊤[c⊤i Acj ]

rk
i,j=1x ≥ 0

∀x ∈ δrk−1
r

}

となる．ただし，δrk−1
r は (rk−1) 次標準単体

∆rk−1 := {x ∈ Rrk
+ | x⊤1 = 1}の有限部分集合で

あり，δrk−1
r :=

⋃r
k=0

1
k+2{x ∈ ∆rk−1 | (k+2)x ∈

Nrk}と定義される．
命題 3 ([3, 命題 4.10]). 各Or(K)は閉凸錐であり，
次の 2つが成り立つ：

(i) 任意の r ∈ Nに対して，Or+1(K) ⊆ Or(K)

(ii) COP(K) =
⋂∞
r=0Or(K) □

4.1項と同様の議論を行うと，集合Or(K)は，大
きさがn2で本数が |δrk−1

r |（これは rk2( rk
r+1 −1
rk−1 )以

下）の半正定値制約で記述できる．便宜上，集合
列 {Or(K)}rをYıldırım型近似階層と呼ぶ．

5. 他の近似階層との比較
本研究では，これまでに与えた 3種類（NN型・

dP型・Yıldırım型）の近似階層と，K = Rn1
+ ×Ln2

のときに適用可能な，COP(K)に対する 2種類の
既存の近似階層 [2, 6]同士の比較も行った．その
結果，dP型およびYıldırım型近似階層は，2次錐
のサイズ n2が大きくても，階層の深さを定めるパ
ラメータ rを数値計算上大きくできるが，その他
3種類の近似階層は n2が大きいと，rを数値計算
上大きくできないことが理論的考察および数値実
験で示された．また，今回提案した近似階層と既
存の近似階層を併用することで，COPP問題の近
似最適値をより正確かつ効率的に求められた．
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