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1. はじめに
近年，通信インフラネットワークは，生活をす

る上で必要不可欠なものになっている。しかし，大
規模自然災害が起きた際に，通信インフラネット
ワークが損傷してしまう可能性がある。損傷して
しまったネットワークについて，速やかに機能を復
旧させる必要がある。これをモデル化した問題は
全域木設計スケジューリング問題と呼ばれる [2]。
全域木設計スケジューリング問題では、無向グ

ラフ G = (V,E)、各枝 e ∈ E に対する非負の処
理時間 peと重み weをもつ、および利用可能な同
一性能のマシンの台数 k、および納期 Lが入力と
して与えられる。1台のマシンを使って枝 eを追
加する際に pe時間が必要となる。マシンを利用し
て納期までに枝を追加して得られる全域木の重み
を、できる限り小さくすることが目的である。た
だし、1つの枝を複数台のマシンで処理することは
できないものとし、処理の途中での中断を禁止す
る。この問題は下記のように定式化される。ここ
でSは、Gの全域木の特性ベクトルの集合を表す。

Min.

k∑
i=1

∑
e∈E

wex
(i)
e

s.t.
k∑

i=1

x(i) ∈ S,∑
e∈E

pex
(i)
e ≤ L (i = 1, 2, . . . , k),

x(i) ∈ {0, 1}E (i = 1, 2, . . . , k).

この問題は、マシンが単一という特殊ケースで
もNP困難である [1]。単一マシンの場合，この問
題はナップサック制約つき最小全域木問題に一致
し、厳密解法や近似解法などが盛んに研究されてい
る。とくに、RaviとGoemans [3]によりPTAS(多
項式時間近似スキーム)が提案されている。
本研究では、単一マシンの場合の PTASを基に

した、複数マシンの場合の (1+ε, 1)-近似解法を提
案する。(1+ ε, 1)-近似アルゴリズムとは、処理時

間が高々(1+ ε)Lで、重みが高々W となるような
全域木 T を多項式時間で出力するアルゴリズムで
ある。ここで、W は全域木設計スケジューリング
問題の最適値を表す。
2. 単一マシンの場合の近似解法
本節では、単一マシンの場合の問題に対する、
ラグランジュ緩和を利用した (1+ε, 1)-近似解法の
説明を行う。これはRaviとGoemans [3]による。
単一マシンの場合の問題は、以下のように定式化
される。

Min.
∑
e∈E

wexe

s.t. x ∈ S,∑
e∈E

pexe ≤ L.

上記の定式化において不等式制約をラグランジュ
緩和（乗数 z ≥ 0）すると、以下の問題を得る。

l(z) = Min.
∑
e∈E

(we + zpe)xe − zL

s.t. x ∈ S.

このラグランジュ緩和問題は、コスト ce = we+

zpeに関する最小全域木問題とみなせる。z ≥ 0下
で l(z)を最大化する。z∗を l(z)を最大にする zの
値とし、c∗e = we + z∗peとする。この c∗eについて
以下の性質が成り立つ。これは、近似解法を構築
する上で重要な性質である。
定理 1 ([3]). コスト c∗e に関する最小全域木 T で
あって、以下の条件を満たすものが存在する。

• (T の重み) ≤ l(z∗) ≤W ,

• (T の処理時間) < L+maxe∈E pe.

定理 1を基にして構築された (1 + ε, 1)-近似解
法を Algorithm 1に記す。本アルゴリズムの時間
計算量はO(|V |O( 1

ε
))である。
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Algorithm 1 単一マシンの近似アルゴリズム
1: Elarge ← {e ∈ E | pe > εL}
2: Π← {π ⊆ Elarge | |π| ≤ ⌊1ε⌋,

∑
e∈π pe ≤ L}

3: for all π ∈ Π do

4: G′ ← Gにおいて枝集合Elarge \πを削除し，
πに含まれる枝すべてを縮約したもの

5: L′ ← L−
∑

e∈π pe

6: z∗ ← G′にて納期を L′にしたラグランジュ
緩和問題の最適ラグランジュ乗数

7: T ′ ← コスト c∗e = we + z∗peにおける最小
全域木の中で定理 1の条件を満たすもの

8: 全域木 T ′ ∪ πを保存
9: end for

10: 保存された全域木の中で最小重みのものを出力

3. 複数マシンの場合の近似解法
本節では、マシンの台数 kが 2以上の定数の場

合に対し、 2節の結果を利用した (1 + ε, 1)-近似
解法を提案する。そのために、元問題の不等式制
約を緩和した以下の問題を考える。

WMCMST = Min.
∑
e∈E

wexe

s.t. x ∈ S,∑
e∈E

pexe ≤ kL.

この問題において、すべての枝の処理時間 peが
εL以下であると仮定する。このとき、上記の単一
マシンの問題に対する (1+ ε, 1)-近似解 T に対し、
T に含まれる枝を、マシン 1から kまで順番に、マ
シンの納期 Lをぎりぎり超えるところまで割り当
てていくと、複数マシンの問題に対する (1+ε, 1)-

近似解が容易に得られる。この事実を踏まえて構築
されたのが、複数マシンの問題に対する (1+ε, 1)-

近似解法である (Algorithm 2参照)。提案した近似
解法の時間計算量はO(|V |O( k

ε
))である。したがっ

て、マシン台数 kを定数とすれば、多項式時間と
なる。
本研究では納期制約の下での全域木の重み最小

化問題を扱ったが、全域木の重みに対する上界制
約の下での納期最小化問題を考えることもできる。
本稿で提案した近似解法を利用することにより、

Algorithm 2 複数マシンの近似アルゴリズム
1: Elarge ← {e ∈ E | pe > εL}
2: Π ← k 台のマシンへの枝集合の割当 π =

(π(1), . . . , π(k)) の集合. ただし，π(1) ∪ · · · ∪
π(k) ⊆ Elarge, |π(1) ∪ · · · ∪ π(k)| ≤ ⌊kε ⌋, および∑

e∈π(i) pe ≤ Lを満たす．
3: for all π ∈ Π do

4: G′ ← Gにおいて枝集合Elarge \πを削除し，
πに含まれる枝すべてを縮約したもの

5: L′ ← kL−
∑k

i=1

∑
e∈π(i) pe

6: z∗ ← G′にて納期を L′にしたラグランジュ
緩和問題の最適ラグランジュ乗数

7: T ′ ← コスト c∗e = we + z∗peにおける最小
全域木の中で定理 1の条件を満たすもの

8: 全域木 T ′ ∪ π(1) ∪ · · · ∪ π(k)を保存
9: end for

10: 保存された全域木の中で最小重みのものをT ′∪
π(1) ∪ · · · ∪ π(k)とする

11: 各 i = 1, 2, . . . , kに対し，枝集合 π(i)をマシン
iに割り当てる

12: T ′に含まれる枝をマシン 1から kまで順番に
割り当てる．ただし，ある枝をマシン iに割り
当てたときに納期 Lを超えたら，次の枝から
マシン i+ 1へ割り当てる．

13: 以上より作成したスケジュールを出力

後者の問題に対するPTASを構築することが可能
である。
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