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1. はじめに

最小化（または最大化）すべき目的関数が複数あるような

最適化問題のことを多目的最適化問題といい，ベクトル値関

数 F : Rn → (R ∪ {∞})m を用いて以下のように表される．

min
x∈Rn

F(x) (1)

一般に，多目的最適化問題において，すべての目的関数を同時

に最小化するような点が存在するとは限らないため，パレー

ト最適性という概念が用いられる．パレート解とは，ある目的

関数を改善しようとすると，他の目的関数のうち少なくとも

一つが改悪されてしまうような解のことをいう．

多目的最適化問題 (1)に対する主要解法として，パラメータ

を用いて変換された単一目的最適化問題を解くことで元の問

題の解を得るスカラー化法があるが，パラメータの値を適切

に定めるのが難しいという問題点がある．一方，近年では，単

一目的関数の問題に対する最適化手法を拡張した降下法が注

目を集めている．例えば，最急降下法 [4]は，微分可能な多目

的最適化問題に対する解法として知られている．

以下では，(1) の目的関数 F の各成分 Fi が，連続的微分可

能な凸関数 fi : Rn → R と閉真凸関数 gi : Rn → R ∪ {∞} に

よって，

Fi(x) B fi(x) + gi(x), i = 1, . . . ,m (2)

と表されている場合を考える．このような場合，近接勾配法 [6]

及び加速付き近接勾配法 [9] が有効な手法として知られてい

る．近接勾配法及び加速付き近接勾配法を用いたとき，暫定解

とパレート解の距離を見積もるメリット関数 [7] と呼ばれる

関数の値がそれぞれ O(1/k)及び O(1/k2)の速さでゼロに収束

することが示されている [8, 9]．しかし，生成される点列自体

の収束性については，近接勾配法については [2]で解析が行わ

れているものの，加速付き近接勾配法については未だ解析さ

れていない．

本発表では，多目的最適化問題に対する加速付き近接勾配

法のアルゴリズムに用いるステップサイズを一般化すること

で，メリット関数の O(1/k2) の収束性を保ったまま，点列自

体の収束性を示す．この一般化は，単一目的最適化問題に対

する近接勾配法 [5] の加速化手法である FISTA (Fast Iterative

Shrinkage-Thresholding Algorithm) [1] の収束性の解析を行っ

た文献 [3]を参考にしたものである．

2. 準備

本節では，本発表で用いる記号や用語を定義する．まず，ベ

クトル u, v ∈ Rm に対して，ui ≤ (<) vi (i = 1, . . . ,m) となると

き，u ≤(<) vと表す．また，F の α ∈ Rm に対するレベル集合

を，以下のように定義する．

LF(α) B {x ∈ Rn | F(x) ≤ α} (3)

さらに，集合 A ⊆ Rn に対する関数 F の像を F(A) B

{F(x) ∈ Rm | x ∈ A} とし，集合 B ⊆ Rm に対する関数 F の

逆像を F−1(B) B {x ∈ Rn | F(x) ∈ B}とする．

次に，パレート最適性の概念を導入する．F(x) < F(x∗) な

る x ∈ Rn が存在しないような x∗ ∈ Rn を，(1)の弱パレート最

適解という．

最後に，(1)に対するメリット関数 u0 : Rn → R∪ {∞}を，以

下のように定義する．

u0(x) = sup
y∈Rn

min
i∈{1,...,m}

{Fi(x) − Fi(y)}

u0 は xが弱パレート最適解のときはゼロを，そうでないとき

にはゼロより大きい値を取る [7]．特に，m = 1かつ (1)に最

適値 F∗ が存在するとき，u0(x) = F(x) − F∗ である．

3. 多目的最適化問題に対する加速付き近接勾配法

式 (2)における fi の勾配 ∇ fi は Li-リプシッツ連続であると

し，L B maxi=1,...,m Li とおく．また，以下の仮定をおく．� �
仮定 1. 問題 (1) の弱パレート最適解の集合を X∗ ⊆ Rn

とし，LF を (3)によって定める．このとき，任意の x ∈

LF(F(x0))に対して F(x∗) ≤ F(x)なる x∗ ∈ X∗ が存在し，

R B sup
F∗∈F

(
X∗∩LF

(
F(x0)

)) min
x∈F−1({F∗})

∥∥∥x − x0
∥∥∥2 < ∞

� �
m = 1のときは X∗ ⊆ LF(F(x0))であることから，単一目的最
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適化の場合，問題に最適解が存在すれば仮定 1は成立する．

このとき，問題 (1)に対する加速付き近接勾配法 [9]は，次

のように表される．� �
アルゴリズム 1. x0 ∈ dom F, y1 B x0, t1 B 1, ` ≥ Lとし，

k ≥ 1について，以下の更新を繰り返す．

(i) xk B argmin
x∈Rn

max
i=1,...,m

{
∇ fi(yk)>(x − yk) + gi(x) + fi(yk) −

Fi(xk−1) +
`

2
‖x − yk‖2

}
(ii) tk+1 B 1/2 +

√
t2
k + 1/4

(iii) γk B (tk − 1)/tk+1, yk+1 B xk + γk

(
xk − xk−1

)
� �
m = 1 のとき，アルゴリズム 1 は単一目的最適化問題に対す

る FISTA [1]と一致する．また，ステップ (ii)を tk+1 B 1に変

更すれば，アルゴリズム 1 は多目的最適化問題に対する近接

勾配法 [6]を表す．仮定 1のもとで，アルゴリズム 1によって

生成された
{
xk
}
に対し，メリット関数の列

{
u0(xk)

}
は O(1/k2)

の速さでゼロに収束することが示されている [9]が，
{
xk
}
自体

の収束性に対しては，まだ解析が行われていない．

4. ステップ幅の一般化と収束性解析

定数 a ∈ [0, 1), b ∈ [a2/4, 1/4]を用いて，アルゴリズム 1の

ステップ (ii)を以下のように書き換えることを考える．

tk+1 B 1/2 +
√

t2
k − atk + b (4)

a = 0, b = 1/4 のとき，(4) はもとのステップサイズの選び

方と一致する．また，b = a2/4 のとき，{tk} は一般項 tk =

(1 − a)k/2 + (1 + a)/2を持ち，これは文献 [3]で用いられてい

るステップサイズに対応している．つまり，(4)は，これら 2

種のよく知られたステップサイズをともに表すことのできる，

より一般的なステップサイズの定義を提供している．よって，

最適化を行う際，パラメータを連続的に変化させることで，ア

ルゴリズムをより細かく調整することが可能となる．

アルゴリズム 1のステップサイズの更新式として (ii)の代わ

りに (4)を用いたものを，アルゴリズム 2とする．以下の定理

が示すように，アルゴリズム 2でも，メリット関数列
{
u0(xk)

}
の O(1/k2)の収束率はアルゴリズム 1と同様に保証される．� �
定理 1. 与えられた a ∈ [0, 1), b ∈ [a2/4, 1/4]に対し，ア

ルゴリズム 2 が生成する点列を
{
xk
}
とする．このとき，

仮定 1のもとで，任意の k ≥ 1について次式が成り立つ．

u0(xk) ≤
2`R

(1 − a)k2 + (4 − 2a + (1 − 4b)/(1 − a))k + 4� �

さらに，(4)において a > 0とすれば，点列
{
xk
}
自体の収束性

を示すことができる．� �
定理 2. 与えられた a ∈ (0, 1), b ∈ [a2/4, 1/4]に対し，ア

ルゴリズム 2 が生成する点列を
{
xk
}
とする．このとき，

仮定 1 のもとで，
{
xk
}
は (1) の弱パレート最適解に収束

する．� �
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