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1. はじめに

本研究では，次のリーマン多様体上の非線形最
適化問題を扱う．

Minimize
x∈M

f(x)

subject to g(x) = 0, h(x) ≥ 0
(1)

ここで，Mは ℓ次元リーマン多様体，f : M → R，
g : M → Rm，h : M → Rn はそれぞれM上で
連続的微分可能な関数とする．また，gi : M →
R (i = 1, . . . ,m)と hj : M → R (j = 1, . . . , n)は，
それぞれ，g(x) := [g1(x), . . . , gm(x)]⊤と h(x) :=

[h1(x), . . . , hn(x)]
⊤を満たす関数とする．

リーマン多様体上の最適化は，近年盛んに研究
されており，特にユークリッド空間上の無制約最
適化における主要な手法の多くは，リーマン多様
体上の無制約最適化へと拡張されている [4]．一方，
リーマン多様体上の制約付き最適化問題に対する
研究は，無制約最適化の研究に比べて非常に少な
く，まだまだ発展途上の段階であるといえる．
ユークリッド空間上の制約付き最適化問題に対

しては，これまで非常に多くの手法が研究されてき
た．これらの手法の主な目的は，最適性の一次の必
要条件である，Karush–Kuhn–Tucker条件（KKT

条件）を満たす点を求めることである．KKT条件
は，問題に対して制約想定が成り立つという条件
の下で意味を成すが，近年では，この制約想定を仮
定せずに成り立つ最適性の一次の必要条件も研究
されている．このような条件には，Approximate

KKT条件（AKKT条件 [1]）などがあり，これら
は点列を用いて定義されることから点列最適性条
件と呼ばれ，さらに，点列最適性条件を満たす点を
求めるための手法についても研究が行われている．
本発表では，問題 (1)に対する点列最適性条件，

および，点列最適性条件を満たす点へ大域的収束
する拡張ラグランジュ法を提案する．リーマン多
様体上の最適化では，これまでに点列最適性の概

念は提案されていない．したがって，点列最適性
条件の提案に関しては本研究において新規性があ
る点といえる．また，リーマン多様体上の非線形
最適化問題に対する拡張ラグランジュ法について
は，Liu & Boumal [3]によって提案されているが，
彼らの手法は線形独立制約想定の下で KKT点を
求める手法である．一方，本研究で提案する拡張
ラグランジュ法の収束解析は，制約想定を仮定せ
ずに点列最適性条件を満たす点への収束を議論す
るという点が異なる [5]．

2. 問題 (1)に対する最適性条件と制約想定
まず，問題 (1)に対するKKT条件を紹介する．

定義 1 [3]問題 (1)の実行可能点x ∈ Mにおいて，
KKT条件が成り立つとは，ある y ∈ Rmと z ∈ Rn

+

が存在して，gradxL(x, y, z) = 0，z⊤h(x) = 0を
満たすことである．ただし，Rn

+ := {v ∈ Rn; v ≥
0}，L(x, y, z) := f(x)− y⊤g(x)− z⊤h(x)であり，
gradxLはLの変数 x ∈ Mに関するリーマン多様
体上の勾配である．

KKT条件は，いくつかの制約想定の下で問題 (1)

に対する最適性の必要条件となることが知られて
おり，ユークリッド空間上の最適化におけるKKT

条件をリーマン多様体上の最適化に拡張したもの
である．また，リーマン多様体上の最適化におけ
る制約想定としては，以下が提案されている．

定義 2 [2] 問題 (1)の実行可能点 x ∈ Mにおい
て，線形独立制約想定 (LICQ) が成り立つとは，
{gradgi(x)}mi=1 ∪ {gradhj(x)}j∈A(x)が線形独立と
なることである．ただし，A(x) := {j;hj(x) =

0} ⊂ {1, . . . , n}である．

定義 3 [2] 問題 (1) の実行可能点 x ∈ M にお
いて，Mangasarian–Fromovitz制約想定 (MFCQ)

が成り立つとは，{gradgi(x)}mi=1 が線形独立であ
り，さらに，ある接ベクトル v ∈ TxMが存在し
て，⟨gradgi(x), v⟩x = 0 (j ∈ {1, . . . ,m})および
⟨gradhj(x), v⟩x > 0 (j ∈ A(x))が成り立つことを
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いう．ただし，TxMは点 x ∈ M上におけるM
の接空間，⟨·, ·⟩xは TxM上の内積である．

上記の制約想定に関しても，ユークリッド空間上
の最適化における LICQおよびMFCQを，リー
マン多様体上の最適化に拡張したものである．
以下は，本研究において新たに提案するリーマ

ン多様体上の最適化における制約想定および点列
最適性条件と，それらに関する性質である．

定義 4 [5] 問題 (1)の実行可能点 x ∈ Mにおい
て，Robinsonの制約想定 (RCQ)が成り立つとは，

0 ∈ int

([
g(x)

h(x)

]
+

[
Dg(x)

Dh(x)

]
TxM−

[
{0}
Rn
+

])

が成り立つことをいう．ただし，Dg(x)は関数 g

の x ∈ Mにおける微分を表す．

上記は，ユークリッド空間上の最適化における
Robinson の制約想定をリーマン多様体上の最適
化に拡張したものである．また，ユークリッド空
間上の最適化と同様に，以下の性質が成り立つ．

定理 1 [5] 問題 (1)の実行可能点 x ∈ Mにおいて
RCQが成り立つことと，MFCQが成り立つこと
は等価である．

続いて，問題 (1)に対する点列最適性条件を与える．

定義 5 [5] 問題 (1)の実行可能点 x ∈ Mにおい
て，AKKT条件が成り立つとは，ある {xk} ⊂ M，
{yk} ⊂ Rm，{zk} ⊂ Rn

+ が存在して，xk → x，
gradxL(xk, yk, zk) → 0，z⊤k [h(xk)]+ → 0 (k →
∞) が成り立つことをいう．ただし，[h(x)]+ :=

[max{h1(x), 0}, . . . ,max{hn(x), 0}]⊤である．
上記のAKKT条件に関しても，ユークリッド空間
における AKKT条件が満たす性質と同様の性質
を示した．つまり，以下の定理が成り立つ．

定理 2 [5] 問題 (1) の局所的最適解 x ∈ M は，
AKKT条件を満たす．

定理 3 [5] 問題 (1)の局所的最適解 x ∈ Mにおい
て，LICQ，MFCQ，または，RCQが成り立つと
き，以下の (i)および (ii)は同値である．

(i) xにおいてKKT条件が成り立つ．

(ii) xにおいてAKKT条件が成り立つ．

3. 拡張ラグランジュ法とその大域的収束性

AKKT条件を満たす点を求めるための手法とし
て，以下の拡張ラグランジュ法を提案する．

提案手法（拡張ラグランジュ法）

Step 0: (x0, y0, z0) ∈ M× Rm × Rn，(ŷ0, ẑ0) ∈
C×D，ρ0 > 0，η ∈ (0, 1)，γ > 1を設定する．
ただし，C := {y ∈ Rm;−106 ≤ y ≤ 106}，
D := {z ∈ Rn; 0 ≤ z ≤ 106}である．

Step 1: 拡張ラグランジュ関数 F (x; ρ, y, z) :=

f(x) + 1
2ρ∥y − ρg(x)∥2 + 1

2ρ∥[z − ρh(x)]+∥2

の最小化問題minx∈M F (x; ρk, ŷk, ẑk)を解き，
その解を xk+1とする．

Step 2: yk+1 := ŷk − ρkg(xk+1)，zk+1 := [ẑk −
ρkh(xk+1)]+，ŷk+1 := ΠC(ŷk − ρkg(xk+1))，
ẑk+1 := ΠD(ẑk − ρkh(xk+1))と更新する．た
だし，ΠC は C への凸射影である．

Step 3: もし，k > 0 かつ uk+1 > ηuk であれ
ば，ρk+1 := γρkと更新する．ただし，uk :=

max{∥g(xk)∥, ∥min{h(xk), ẑk−1/ρk−1}∥} で
ある．

Step 4: k := k + 1として，Step 1へ戻る．

提案手法は，適切な仮定の下でAKKT条件を満た
す点に大域的収束する [5]．講演当日は，提案手法
を用いた数値実験結果についても発表する．
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