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1. はじめに
本発表では投資対象資産の収益率が従う確率分布の

不確実性集合を考慮した分布ロバストポートフォリオ
最適化問題 [2] に注目し，この問題に投資資産数の上
限制約 (基数制約) を課した問題の厳密解法を与える．
Delage and Ye が提案した分布ロバストポートフォリ
オ最適化問題 [2] は半正定値最適化問題に帰着される
問題であり，この問題に基数制約を課した問題は混合
整数半正定値最適化問題として定式化される．しかし
混合整数半正定値最適化問題に対する解法の研究は未
成熟な段階にあり，既存の汎用ソルバーを用いても候
補資産数が多い問題では求解が困難となる．
近年，基数制約つき平均-分散モデルに対する高速解

法として切除平面法による解法が提案された [1]．本発
表ではこの解法を拡張し，基数制約つき分布ロバスト
ポートフォリオ最適化問題に対する切除平面法を提案
する．ここで提案手法は劣勾配を計算するため各反復
で半正定値最適化問題を解く必要がある．本発表では，
問題の構造を活用した半正定値行列補完により各反復
で解く半正定値最適化問題の規模を縮小し，劣勾配の
算出に必要な計算量を削減できることを示す．
本稿では N 次実ベクトル全体の集合を RN と表す．

実対称行列M が半正定値行列であるときM ⪰ O と
表し，M が正定値行列であるときM ≻ O と表す．二
つのベクトル v,w ∈ RN の Hadamard 積 (成分ごと
の積) を v ◦w ∈ RN と表す．
2. ポートフォリオ最適化問題の定式化
候補資産全体の集合を [N ] := {1, 2, . . . , N} とし,

各資産に対する投資比率をまとめたベクトルを x :=

(x1, x2, . . . , xN )⊤ ∈ RN と表す．本発表ではポートフォ
リオ x に対する実行可能領域を以下のように定義する:

X := {x ∈ RN | 1⊤x = 1, x ≥ 0}.

ここで 1 は各成分が 1 のベクトルとする．x ≥ 0 は空
売りを禁止する制約を表す．またポートフォリオ x に
は基数制約

∥x∥0 ≤ k (1)

を課す．ここで ∥ · ∥0 は ℓ0 ノルム (非ゼロ成分数) を
表し, k を投資資産数の上限を表す定数とする.

可測空間 (Ω,F) において，ξ̃ : Ω→ RN を各資産の
収益率を表す確率変数とする．観測データから推定した
収益率の平均ベクトル,共分散行列をそれぞれ µ̂ ∈ RN ,

Σ̂ ≻ O とする．M を可測空間 (Ω,F) 上の確率測度
全体の集合とし，確率測度 F ∈ M のもとでの期待値
を EF [ · ] と表す．
Delage and Ye [2] は, モーメントに基づく確率測度
の不確実性集合を以下のように定義した:

D :=

F ∈M

∣∣∣∣∣∣
(
EF [ξ̃]− µ̂

)⊤
Σ̂−1

(
EF [ξ̃]− µ̂

)
≤ κ1

EF [(ξ̃ − µ̂)(ξ̃ − µ̂)⊤] ⪯ κ2Σ̂

 .

ここで κ1 ≥ 0, κ2 > 1 は不確実性集合の大きさを規定
する定数である．
確率変数 ξ̃ の実現値 ξ ∈ RN に対して, ポートフォ
リオ x の効用関数を収益率 ξ⊤x に関する単調非減少
な区分線形凹関数として minℓ∈[L]

{
a(ℓ)ξ⊤x+ b(ℓ)

} と
定義する. ここで L は線形関数の総数，a(ℓ), b(ℓ) ∈ R
はそれぞれ ℓ 番目の線形関数の傾き, 切片を表す定数
である．またポートフォリオの損失関数を効用関数の
−1 倍，すなわち

L(x, ξ) := max
ℓ∈[L]

{
−a(ℓ)ξ⊤x− b(ℓ)

}
と定義する．
本発表では，不確実性集合 D のもとで起こる最悪の
期待損失を最小化する問題を解く:

min
x, z

1

2γ
x⊤x+max

F∈D

{
EF

[
L(x, ξ̃)

]}
(2a)

s.t. zn = 0 ⇒ xn = 0 (∀n ∈ [N ]), (2b)

x ∈ X , z ∈ Zk
N . (2c)

ここで目的関数 (2a) の第一項は x に関する正則化項
であり， γ > 0 は正則化の強さを調整する定数である．
z ∈ {0, 1}N は各資産に投資しない／するを表す変数で,

Zk
N := {z ∈ {0, 1}N | 1⊤z = k} とする．制約 (2b),

(2c) によって x の基数制約 (1) が表現されている．
問題 (2) は目的関数 (2a) に確率測度 F に関する最
大化問題を含む．ここで Delage and Ye [2] の結果を用
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いると問題 (2) は整数制約と半正定値制約のもと凸 2

次関数を最小化する混合整数半正定値最適化問題とし
て等価に書き直すことができる．定式化の詳細につい
ては Kobayashi et al. [3] を参照されたい．
3. 2段階最適化問題としての再定式化
本発表では問題 (2)を 0-1変数と連続変数を分離した

2段階最適化問題として再定式化する．まず z ∈ {0, 1}N

に対して， f(z) を問題 (2) において z を固定した問
題の最適値とする．最適値関数 f(z) を用いると，問
題 (2) は以下の問題に書き換えられる:

min
z

f(z) s.t. z ∈ Zk
N . (3)

以降では f(z)を最小化する問題 (3)を上位問題，f(z)
を求める問題を下位問題とよぶ．下位問題は半正定値
最適化問題であり，その双対問題を導出すると強双対
性から f(z) が以下の問題の最適値と一致することが
示せる:

max
ω, B(ℓ), β(ℓ),

η, λ, π

− γ

2
z⊤(ω ◦ ω)−

∑
ℓ∈[L]

η(ℓ)b(ℓ) + π (4a)

s.t. ω ≥
∑
ℓ∈[L]

a(ℓ)β(ℓ) + π1, (4b)

∑
ℓ∈[L]

B(ℓ) = κ2Σ̂− µ̂µ̂⊤

+ µ̂

∑
ℓ∈[L]

β(ℓ)

⊤

+

∑
ℓ∈[L]

β(ℓ)

 µ̂⊤,

(4c)∑
ℓ∈[L]

β(ℓ) = λ+ µ̂, (4d)

1−
∑
ℓ∈[L]

η(ℓ) = 0, (4e)

(
B(ℓ) β(ℓ)

(β(ℓ))⊤ η(ℓ)

)
⪰ O (∀ℓ ∈ [L]), (4f)(

Σ̂ λ

λ⊤ κ1

)
⪰ O. (4g)

この結果から，f(z) は z ∈ [0, 1]N 上で凸関数であ
ること，f(z) の劣勾配 g(z) ∈ ∂f(z) が双対問題 (4)

の最適解から算出できることが導ける．
4. 切除平面法
前節で述べた性質を用いて上位問題 (3) を解く切除

平面法を設計する．切除平面法では f(z) を区分線形関
数で下側近似した緩和問題を繰り返し解いて最適解を

探索する．まず θLB を問題 (2) の最適値の下界として,

初期実行可能領域を以下のように定義する:

F1 := {(z, θ) ∈ Zk
N × R | θ ≥ θLB}.

ここで θ は最適値の下界を表す補助変数である．切除
平面法は t 反復目 (t ≥ 1) で以下の緩和問題を解き, 緩
和解 (zt, θt) を得る:

min θ s.t. (z, θ) ∈ Ft.

ここで Ft は t反復目における実行可能領域である．次
に z ← zt として下位問題 (4) を解き, 最適値 f(zt) と
劣勾配 g(zt) ∈ ∂f(zt) を求める．そして

Ft+1 ← Ft ∩ {(z, θ) | θ ≥ f(zt) + g(zt)
⊤(z − zt)}

と実行可能領域を更新する．切除平面法では以上の手
続きを最適値の上界と下界が十分近づくまで繰り返す．
5. 行列補完を用いた切除平面法の効率化
切除平面法では劣勾配を算出するため各反復で下位
問題 (4) を解く．ここで下位問題 (4) は半正定値最適
化問題であり，候補資産数 N が多い場合は問題が大規
模化し劣勾配の算出に必要な計算量が増大する．この
課題を解決するため，本発表では下位問題 (4) の構造
を活用した半正定値行列補完により解くべき問題の規
模を縮小できることを示す．縮小後の問題の規模は投
資資産数の上限 k のみに依存するため，候補資産数 N

が多い問題でも劣勾配の算出が効率的に行えるように
なり，切除平面法全体の計算を高速化できる．
6. 数値実験
提案手法の有効性を検証するため, 公開されている
データセットを用いてアルゴリズムの性能とポートフォ
リオの運用成績について評価する数値実験を行った．実
験結果の詳細は当日報告する．
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