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1. ブラインド・デコンボリューション
信号 f , g ∈ Rm の畳み込み

ỹ = f ∗ g (1)

が観測される状況を考える. ỹ が与えられたときに信号
f , g を求めることをブラインド・デコンボリューショ
ンという. ブラインド・デコンボリューションは信号処
理, 画像処理に現れる問題である. 例えば, ぼけた画像
ỹ からブレ f を除去し, 原画像 g を求める応用 (図 1)

があり, 天文学, 医用画像処理でも広く利用されている.

実際にブラインド・デコンボリューションを行う際
は, 信号 f , g が既知の部分空間にあると仮定する. つ
まり, 線形演算子 B̃, Ã に対し, h ∈ Rd1 ,x ∈ Rd2 が存
在して

f = B̃h, g = Ãx

が成り立つと仮定する. (1) の両辺に m×m 離散フー
リエ変換 √

mF を施すことで, 畳み込みの離散フー
リエ変換は離散フーリエ変換の積で表せる. よって,

y = 1√
m
F ỹ, B = FB̃, A = FÃ とおくことで (1) は

y = Bh⊙Ax (2)

となる. ここで, ⊙ はアダマール積, ·̄ は複素数の共役
である.

式 (2) を近似的に満たす [h,x]T を最適化問題

min
[h,x]T∈cl C

Ψ(h,x) := F (h,x) +G(h,x) (3)

を解くことで求めることを考える. ただし, F (h,x) =
1
2∥Bh ⊙Ax − y∥22, C ⊂ Rd1+d2 は制約に対応する非
空な開凸集合, G : Rd1+d2 → (−∞,+∞] は h,x に課
される正則化に対応する凸関数とする. (3) は非凸最適
化問題になっており, 局所最適解が多数存在する.

最適化問題 (3)において, F (h,x)の勾配は Lipschitz

連続でない. そのため, 勾配法や近接勾配法といった従
来アルゴリズムを利用するためには, ステップ幅を工夫
して調整しなければならない.

図 1: 画像処理におけるモデル (1) の例.

2. DC 最適化による解法
2.1. DC 最適化問題
目的関数が凸関数の差で表せる非凸最適化問題は DC

最適化問題と呼ばれる. DC 最適化問題に対しては
効率の良いアルゴリズムが知られている. F (h,x) =
1
2∥Bh ⊙ Ax − y∥22 は凸関数でないが, 凸関数 F1, F2

によって次のように表せる:

F (h,x) = F1(h,x)− F2(h,x),

F1(h,x) =
1

4
∥Bh∥44 +

1

4
∥Ax∥44

+
1

2
(∥Bh⊙Ax∥22 + ∥y ⊙Bh∥22 + ∥Ax∥22 + ∥y∥22),

F2(h,x) =
1

4
∥Bh∥44 +

1

4
∥Ax∥44 +

1

2
∥ȳ ⊙Bh+Ax∥22.

2.2. DC アルゴリズム
前述した (3) の DC 表現では, F1 は L-smooth でな
い. さらに, スパース正則化に対応する G は微分可能
でない. そのため, 既存のアルゴリズムの収束解析の仮
定を満たさない. そのような問題に対しても有効なア
ルゴリズムとして, Bregman Proximal DC Algorithm

with Extrapolation (BPDCAe) [3]がある. (3)に対し,

BPDCAe を適用することを考える.

C1 級凸関数 H : Rd1+d2 → (−∞,+∞]に対し, Breg-

man 距離 DH : dom H × int dom H → R+ を次のよ
うに定義する:

DH(z,w) = H(z)−H(w)− ⟨∇H(w), z −w⟩.

組 (F1,H) に対し, LH − F1, LH + F1 が凸関数とな
る定数 L > 0 が存在するとき, (F1,H) は L-smooth
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adaptable (L-smad) [1] であるという. BPDCAe の収
束解析ではこれを仮定する.

最適化問題 (3) に対して, H を次のように与える:

H(h,x) =
1

4

(
∥h∥22 + ∥x∥22

)2
+

1

2

(
∥h∥22 + ∥x∥22

)
.

bj ,aj をそれぞれ B,A の第 j 行ベクトルとする. こ
の H に対し,

L ≥
m∑
j=1

{3∥bj∥42 + 3∥aj∥42 + ∥bj∥22∥aj∥22

+ |yj |2∥bj∥22 + ∥aj∥22}

を満たす L で, (F1,H) は L-smad となる. この H を
用いた BPDCAe を Algorithm 1 に示す. しかし, この
L は大きいため, 数値実験ではこの L を調整した値を
使用した.

Algorithm 1 (3) に対する BPDCAe [3]

入力: z0 = z−1 ∈ cl C, {βk}∞k=0, λ ∈ (0, 1
L ).

for k = 0, 1, 2, · · · , do
ξk ∈ ∂F2(z

k),

wk = zk + βk(z
k − zk−1),

zk+1 = argmin
z∈cl C

{G(z) + ⟨∇F1(w
k)− ξk, z⟩

+
1

λ
DH(z,wk)}

3. 数値実験: 画像復元への応用
以下のように問題設定を行った：
• h ∈ Rd1 はぼかしカーネルで √

d1 ×
√
d1 ピクセ

ル内に成分をもつ.

• x ∈ Rd2 は離散ウェーブレット係数.

• B̃は hのピクセル数を揃える操作, Ãは離散ウェー
ブレット逆変換.

• G(h,x) = θ∥h∥1 (x は正則化を行わない).

• C = {h ∈ Rd1 ,x ∈ Rd2 | h ≥ 0,x ≥ 0}.
[2]では微分可能な ℓ2 ノルムを含んだ正則化を行ってい
る. 一方, BPDCAeは微分不可能な正則化に対しても有
効で, 子問題は閉形式で解くことが可能である. 従来ア
ルゴリズムとして, BPDCA [3], FISTA, 交互最小化と
比較実験を行った. ただし, F (h,x) の勾配は Lipschitz

連続でないので, FISTA のステップ幅はバックトラッ
キングによって得た. BPDCA, BPDCAe, FISTA の最
大反復は 30,000, 交互最小化のみ 3,000 とした. 交互

図 2: 数値実験結果 (θ = 0.01). h∗,x∗ を正解データと
し, Ψ∗ = Ψ(h∗,x∗).

図 3: 上段: ぼけ画像 (ỹ),正解画像 (f , g). 下段: BPD-

CAe による復元画像 (B̃hk, Ãxk).

最小化は各反復で子問題を FISTA によって近似的に
解いた.

図 2は目的関数値の減少を比較しているが, BPDCAe

が最も収束が速いことがわかる. また,図 3は BPDCAe

の反復終了後の復元結果であり,ぼけをある程度除去し,

復元していることがわかる. 具体的な画像に対する数
値実験結果については当日発表する.
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