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1. はじめに

それぞれが忍耐時間をもつ 2つの顧客タイプか
らなる両側待ち行列は, タクシー乗り場に発生す
る列や移植を待つ患者のリストを管理する問題な
どに応用される [1, 2, 3]. 先行研究では, 応用先の
特徴に応じた仮定を課したモデルが解析されてい
る場合が多い. 本稿では, 2種類の一般的な忍耐時
間付きの両側待ち行列を考え, その 2つのモデル
の関係性を導く.

2. 忍耐時間付きの両側待ち行列

2.1. モデル設定
2つの顧客タイプが存在する待ち行列モデルを

考える. タイプ 1とタイプ 2の顧客がシステムに
到着し, 2つのタイプの顧客が, 1人ずつ揃うとそ
の 2人はマッチングする. マッチングしたペアは
直ちにシステムから退出する. 顧客が到着したと
きに自分と異なるタイプの顧客がシステムにいな
い場合は,マッチングするためにシステム内で待機
する. 複数の顧客がシステムでマッチングを待っ
ている場合は,先に到着した顧客が優先的にマッチ
ングする. それぞれの顧客は忍耐時間をもち, 忍耐
時間を超えたらマッチングせずにシステムから退
出する.

各 i = 1, 2に対して, システムにタイプ i = 3− i

の顧客が存在しないとき, タイプ iの顧客は率 λi

の定常ポアソン過程に従って到着する. 一方で, i

の顧客が存在するとき, タイプ iの顧客は間隔分布
が任意の再生過程に従って到着する. また, その分
布に従う確率変数を Gi とし, µi = 1/E[Gi]と記
す. タイプ iの顧客は任意の分布に従う忍耐時間
にもつ. また, その分布に従う確率変数をHiとし,

θi = 1/E[Hi]と記す.

このモデルを両側M/G/1+Gs待ち行列と呼ぶ,

また, 列の先頭にいる場合は忍耐時間を超えても
退出しないモデルを両側M/G/1+Gw待ち行列と
呼ぶ.

確率変数Xの分布関数をFX(x)とし, 補分布関
数を F̄X(x) = 1− FX(x)と記す.

3. モデルの解析
両側M/G/1+Gs 待ち行列の仮待ち時間の確率
密度関数は, 到着分布や忍耐時間の分布によって
解析が困難である. しかし, 両側M/G/1+Gw 待
ち行列の仮待ち時間の確率密度関数は, 比較的容
易に解析ができる. この節では, 両側M/G/1+Gs

待ち行列と両側M/G/1+Gw待ち行列の関係式を
導出し, 両側 M/G/1+Gs 待ち行列の議論を両側
M/G/1+Gw待ち行列の議論に落とす.

3.1. 仮待ち時間
両側 M/G/1+Gs 待ち行列と両側 M/G/1+Gw

待ち行列の仮待ち時間を表す確率変数をそれぞれ
V と V wとする. さらに, V と V wの確率密度関数
をそれぞれ v(x)と vw(x)とする. V > 0のとき,

タイプ 1の顧客が, システム内に存在し, V < 0

のとき, タイプ 2の顧客が, システム内に存在す
る. V w についても同様である. Level crossing

theoremを用いることで, 以下の関係式が得られ
る. x ∈ R\{0}に対して

v(x) = 1{x>0}ϕ
1(x) + 1{x<0}ϕ

2(−x),

vw(x) = 1{x>0}ϕ
1
w(x) + 1{x<0}ϕ

2
w(−x).

ここで, x > 0に対して

ϕi(x) = λiπ0F̄Gī
(x)F̄Hi(x)

+λi

∫ x

0+
F̄Hi(x)F̄Gī

(x− y)ϕi(y)dy,

ϕi
w(x) = λ1π

w
0 F̄Gī

(x)

+λ1

∫ x

0+
F̄Hi(y)F̄Gī

(x− y)ϕi
w(y)dy

である. また, π0, π
+, π−, π+

0 , π
−
0 を π0 = P (V =

0), π+ = P (V > 0), π− = P (V < 0), π+
0 =

π+ + π0, π
−
0 = π− + π0 と定義すると, π0 + π+ +

π− = 1が成立する.ここで, π+はタイプ 1の顧客
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が, π−はタイプ 2の顧客がシステムにいる確率を
表している. 上記の πの上に wをつけたものを両
側M/G/1+Gw 待ち行列に関するものとする. 上
記の方程式は, 第 2種ヴォルテラ積分方程式であ
り, その解は一意に与えられる.

3.2. 系内客数
両側 M/G/1+Gs 待ち行列と両側 M/G/1+Gw

待ち行列について, システム内でマッチングされ
るのを待つとしたときに, タイプ iの顧客が先頭
に並ぶまでの待ち時間をそれぞれWi, W

w
i とする.

また, 待ち時間Wi, W
w
i の顧客の滞在時間をそれ

ぞれDi, D
w
i とする. また, [X|A]を事象Aを条件

付けられた確率変数X とする.

補題 3.1. 両側M/G/1+Gw 待ち行列の待ち時間
と両側M/G/1+Gs 待ち行列の仮待ち時間につい
て, 以下の関係が成立する.

Ww
1 =st [V |V ≥ 0], Ww

2 =st [−V |V ≤ 0].

証明. 両側M/G/1+Gs待ち行列は, V ≥ 0で条件
付けると, タイプ 1の顧客が到着するM/G/1+Gs

待ち行列とみなせる. M/G/1+Gw 待ち行列の待
ち時間とM/G/1+Gs 待ち行列の仮待ち時間の分
布が等しいため [4], 補題の 1つ目の式が成立する.

同様に V ≤ 0で条件付けて考えると, 2つ目の式
が得られる.

N を系内客数を表す確率変数とする. N = nは
n ≥ 0のとき, タイプ 1の顧客がシステムに n人
存在することを表し, n ≤ 0とき, タイプ 2の顧客
がシステムに−n人存在することを表す.

補題 3.1より, 次の定理が成立する.

定理 3.2. 両側M/G/1+Gs待ち行列において, 系
内客数の期待値は以下の通りである.

E[N ] =
(
Π+ −Π− +Φ1 − Φ2

)
Π−1

0 .

ここで, 上式右辺の記号は次の通りである.

ρ = λ1/λ2,

Π+ = (ρ−1 + µ2/λ1)π
w,+,

Π− = (ρ+ µ1/λ2)π
w,−,

Π0 = ρ−1πw,+ + ρπw,− − πw
0 ,

Φ1 = µ1

∫ ∞

0+
F̄H2(x)FV w(−x)dx,

Φ2 = µ2

∫ ∞

0+
F̄H1(x)F̄V w(x)dx.

3.3. 損失確率
P̂ i
loss を両側 M/G/1+Gs 待ち行列のタイプ i

の顧客の損失確率とする. また, P̂ i,w
loss を両側

M/G/1+Gw 待ち行列のタイプ iの顧客の損失確
率とする. P i,w

lossを両側M/G/1+Gw待ち行列のタ
イプ iの顧客がシステムで待つ場合の損失確率と
する.

定理 3.3. 両側M/G/1+Gs待ち行列の各タイプの
顧客の損失確率は以下の通りである.

P̂ 1
loss =

ρ−1πw,+

Π0
E[H1(D

w
1 )],

P̂ 2
loss =

ρπw,−

Π0
E[H2(D

w
2 )].

証明. 補題 3.1のWw
1 の式と V , G2, H の独立性

より, Dw
1 =st [V +G2|V ≥ 0]が得られるので

P̂ 1
loss = P (V +G2 ≥ H1, V ≥ 0) = π+

0 E[H1(D
w
1 )]

を得る. さらに, π+
0 = (πw,+

0 − P̂ 1,w
loss )/(1− P̂ 1,w

loss −
P̂ 2,w
loss )が成立する. 上式に代入すると

P̂ 1
loss =

πw,+
0 − P̂ 1,w

loss

1− P̂ 1,w
loss − P̂ 2,w

loss

E[H1(D
w
1 )]. (1)

ここで, リトルの公式より ρ(1 − P 1,w
loss ) = 1 −

πw
0 /π

w,+
0 と ρ(1 − P 2,w

loss ) = 1 − πw
0 /π

w,−
0 を得る.

また, P̂ 1,w
loss = πw,+

0 P 1,w
loss と P̂ 2,w

loss = πw,−
0 P 2,w

loss も成
立する. これらの式を用いて式 (1)を変形すると
補題の式の通りに P̂ 1,w

loss が得られる. 同様に考える
と, P̂ 2,w

loss も導出できる.
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