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1. はじめに 

近年、半導体の微細化による指数関数的なコンピュー

タ性能向上トレンドが鈍化する中、イジング最適化専用

ハードウェアを用いて、組合せ最適化問題を高速に解く

取組みが盛んになっている[1,2]．特にデジタルアニー

ラ[2](以下 DA)では、全結合した 8k ビット変数に対応

し、MaxCut 等の問題で既存のソルバよりも良い求解性

能が得られている．本稿では[2]のアルゴリズムを拡張

し、マルチコアCPU上で二次割当問題の求解を行った結

果について報告する． 

 

2. 定式化 

2.1 DAのイジング最適化アルゴリズム 

 目的関数(又はエネルギ)𝐸(𝒙)はバイナリ変数𝒙 =

(𝑥ଵ, … , 𝑥ே)を用いて以下のイジング形式で表せる．重み

行列𝑾は𝑁次正方対称行列、𝒃は𝑁次元ベクトルである． 

𝐸(𝒙) = − 𝒙௧ 𝑾𝒙 − 𝒃௧ 𝒙   (1a) 

式(1a)は展開して以下のようにも書ける． 

𝐸(𝒙) = − ෍ ෍ 𝑊௜௝𝑥௜𝑥௝
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−
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 (1b) 

DA の 1 動作ステップでは 1 ビット状態遷移の試行を行

い、このステップを繰返しながら、𝐸(𝒙)がより低くなる

状態を探索する．遷移𝑥௜ → 𝑥௜ + ∆𝑥௜に対するエネルギ変

化∆𝐸௜は式(2)で、遷移受入れ確率𝑃(∆𝐸௜)はメトロポリ

ス基準に従って式(3)で求める．  

∆𝐸௜ = −ℎ௜ ∙ ∆𝑥௜   ,   ℎ௜ = ෍ 𝑊௜௝𝑥௝ + 𝑏௜

௝

 (2) 

𝑃(∆𝐸௜) = 𝑚𝑖𝑛 ൤1,  𝑒𝑥𝑝 ൬−
∆𝐸௜

𝑇
൰൨                           (3) 

ここで𝑇は温度である．高温では∆𝐸௜ > 0の遷移受入れ

確率も高くなる．Simulated Annealing法のように温度

を徐々に下げる場合、低温での局所解脱出が難しいため、

DA では温度の異なる複数レプリカを並列実行し、時々

レプリカ間で状態を入替える交換モンテカルロ法[3]を

用いている．𝑥௜の遷移を行った後は、次の試行に備えて

𝑾の1行を読出し、式(4)に従ってℎ௝を更新する． 

 ℎ௝ → ℎ௝ + 𝑊௜௝∆𝑥௜        ൫1 ≤ 𝑗∀ ≤ 𝑁൯                  (4) 

 

2.2 二次割当問題 (Quadratic Assignment Problem) 

 QAPは施設や部品の最適配置問題として様々な場面に

現れる．工場配置の例では、各工場間のフロー𝑓と各拠

点間の距離𝑑が各々𝑛 × 𝑛行列𝑭, 𝑫で与えられ、工場𝑖,𝑗

を拠点𝜋(𝑖), 𝜋(𝑗)に配置した時のコストは𝑓௜,௝ ∙ 𝑑గ(௜),గ(௝)

で定義される．求めたいのは全工場を配置した時の総コ

スト𝐸(𝜋)を最小化する順列(𝜋(1), … , 𝜋(𝑛))である． 

𝐸(𝜋) = ෍ ෍ 𝑓௜,௝𝑑గ(௜),గ(௝)

௡

௝ୀଵ

௡

௜ୀଵ

(5) 

順列𝜋は𝑛ଶ個の変数𝒙 = ൫𝑥௜,௝൯で表現できる．ただし𝑥௜,௝

は工場𝑖が拠点𝑗に配置された時に限り1をとり、それ以

外は0と定義する．以下は順列(4,3,1,2)の例である． 

𝒙 = ቌ

0 0
0 0

0 1
1 0

1 0
0 1

0 0
0 0

ቍ  (6) 

𝐸(𝜋)は式(7)のように𝑥௜,௝の 2 次式で書直せる．従って

QAP はイジング最適化の枠組みで解くことができる． 

𝑭, 𝑫が対称行列の時、𝑛ଶ × 𝑛ଶ行列𝑾は式(8)で求まる． 

𝐸(𝒙) = ෍ ෍ ෍ ෍ 𝑓௜,௝𝑑௞,௟𝑥௜,௞𝑥௝,௟
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𝑾 = 2 ൮

𝟎 𝑓ଵଶ𝑫
𝑓ଵଶ𝑫 𝟎

⋯ 𝑓ଵ௡𝑫
⋯ 𝑓ଶ௡𝑫

⋮ ⋮
𝑓ଵ௡𝑫 𝑓ଶ௡𝑫

⋱      ⋮      
⋯ 𝟎

൲            (8) 

 

2.3 従来手法の課題 

 式(6)の例からも明らかなように、𝒙が順列を表すには

𝑛 × 𝑛行列表示した時に、どの行と列も1 の数は1つで

あるという1-hot制約が課される．しかしDAの1ステッ

プは1ビット遷移であり、遷移過程で順列として意味を

なさない状態も取りうるため、式(9)の制約項𝑃(𝒙)に適

当な係数を掛けたものを𝐸(𝒙)に加算する必要があった． 

𝑃(𝒙) = ෍ ቌ෍ 𝑥௣,௤
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この求解手法は二つの点で不利である．一つ目は探索空

間の広さである．順列の種類は高々𝑛!個だが、探索対象

の空間は、それよりはるかに多い2௡మ
個も状態がある．

二つ目は、制約を満たす状態間には最低でも3つの制約

違反状態があり、そこでは𝑃(𝒙)によってエネルギが増加

するため状態遷移が滞る点である．その結果、従来のイ

ジング最適化では大規模な QAP の求解は困難であった． 

 

3. 提案手法 

 今回、大規模QAPの高速な求解を可能にした三つの要

素技術について以下に説明する． 

 

3.1 4ビット遷移試行 

 2.3節で述べた課題は、制約を満たす状態のみを探索

することで解決できる．そのために1ステップでは順列

中の2要素を入替える試行を行う．これは工場𝑖, 𝑗に関し

て(工場,拠点)の組合せを(𝑖, 𝑘)と(𝑗, 𝑙)から、(𝑖, 𝑙)と

(𝑗, 𝑘)に変更することに相当し、4ビット遷移が必要にな

る．実際は現在の値が 0 である変数𝑥௜,௟を選ぶと、一緒

に反転すべき他の3変数𝑥௜,௞, 𝑥௝,௞, 𝑥௝,௟は自動的に決まる．  

 
∆𝐸の計算とℎの更新は式(10)(11)で計算できる．ただし、

添え字𝑖𝑘は𝑛(𝑖 − 1) + 𝑘を意味する．ℎの更新は 1 ビッ

ト遷移に対する式(4)の素直な拡張になっている． 

∆𝐸௜௟ = ℎ௜௞ + ℎ௝௟ − ℎ௝௞ − ℎ௜௟ − ൫𝑊௜௞,௝௟ + 𝑊௜௟,௝௞൯   (10) 

ℎ௠ → ℎ௠ + 𝑊௠,௜௟ + 𝑊௠,௝௞ − ൫𝑊௠,௜௞ + 𝑊௠,௝௟൯     (11) 

 

3.2 重み行列の生成 

 𝑾の要素数は𝑛ସで増えるため、大規模な問題では演算

器から遠いメモリに配置された𝑾の読出し遅延で求解

速度が落ちる．そこで𝑾全体の配列を持つ代わりに、

𝑭, 𝑫を配列として保持し、∆𝐸の計算とℎの更新の際に必

要な重み成分𝑊௜௝だけを生成することにした． 𝑾1 行分

の生成には、式(8)からも分かるように、𝑭, 𝑫から 1 行

ずつ読み出し、値の積を取るだけで良い． 

 

3.3 実行時間の均等化 

 高温レプリカでは頻繁に状態更新が発生し、ℎの更新

に伴う重み生成分1ステップの実行時間が長くなる．高

温レプリカと低温レプリカをペアにして 1 つのスレッ

ドに割り当てることで、同一ステップ数に対する実行時

間がスレッド間で均等になるようにし、レプリカ交換ま

での間にアイドルなスレッドが発生しないようにした． 

4. 性能評価 

ベンチマークにはQAPLIB[4]のインスタンスを用いた．

プログラムはC++で実装し、CentOS 8.1上のgccでコン

パイルした．AMD Threadripper 3990X CPU(64 コ

ア,128GB DDR4)上で、OpenMP APIによるスレッド並列

計算を行った．100回の計算を行い、既知最低エネルギ

に到達した時間を平均したものを求解時間として下表

に纏めた．既存ソルバに対して、1スレッドで約10倍、

64スレッドで約100倍の求解時間短縮を確認できた． 

 

 
5. まとめ 

 本稿では DA のイジング最適化アルゴリズムを拡張し、

100拠点規模のQAPを高速に解けることを示した．本手

法を用いて巡回セールスマン問題や線形順序問題など

の順列最適化問題も求解可能であり、イジング最適化の

適用領域拡大が期待できる． 
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