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1. Change-making problemと貪欲法

Change-making problemとは，n種類の額面の硬貨

からなる硬貨体系 C = (c1, c2, . . . , cn) (ただし各 ci は

正整数で 1 = c1 < c2 < · · · < cn) において支払額

v ∈ Z>0 を支払う際に，使用する硬貨の総枚数を最小

化する問題である．この問題は以下の整数計画問題と

して定式化することができる:

minimize
x

n∑
i=1

xi

subject to

n∑
i=1

cixi = v,

xi ∈ Z≥0 (i = 1, 2, . . . , n),

ここで xi (i = 1, 2, . . . , n)は額面 ci の硬貨を使う枚数

を表す非負整数変数とする．

Change-making problemはNP困難であることが知

られている [3]．また，動的計画法に基づいた擬多項式

時間アルゴリズムがいくつか提案されている．

Change-making problemに対して，表 1の貪欲法を

考える．この貪欲法は，額面の大きい硬貨から順に，支

払額の残りをその硬貨で可能な限り支払うという操作

を繰り返すものである．もちろん一般には，この貪欲

法は最適解を返さない．例えば硬貨体系 C = (1, 3, 4)

で支払額 v = 6 を支払う場合には，最適解は 2 枚の

硬貨 (6 = 3 + 3)からなるが，貪欲法は硬貨 3枚の解

(6 = 4 + 1 + 1)を出力する．しかしながら，現実のほ

とんどの硬貨体系においては任意の支払額に対して貪

欲法が最適解を返すことから，このような良い性質を

持つ硬貨体系の特徴について研究がなされてきた．

与えられた硬貨体系に対し，貪欲法が最適解を返さ

ない支払額のことをその硬貨体系に対する反例と言う．

反例が存在しない，つまり任意の支払額に対して貪欲

法が最適解を返す硬貨体系を canonical な硬貨体系，

反例が存在する硬貨体系を noncanonicalな硬貨体系

と呼ぶ．

n種類の硬貨からなる硬貨体系において，硬貨体系が

canonicalかどうかはO(n3)で判定可能なことが知られ

ている [5]．一方で canonicalな硬貨体系の特徴付けは，

n ≤ 6の場合にのみ先行研究によって与えられていた．

表 1: Change-making problemに対する貪欲法

Input v and C = (c1, c2, . . . , cn).

Set x = (x1, x2, . . . , xn) := (0, 0, . . . , 0).

For i := n downto 1 do:

While ci ≤ v do:

v := v − ci and xi := xi + 1.

Output x = (x1, x2, . . . , xn).

本研究では，特徴付けの一部について nを一般の場合

に拡張し，その結果から n = 5, 6における canonical

な硬貨体系の特徴付けが改めて導けることを示す．

2. 特徴付けに関する先行研究

本節では，先行研究 [1–3, 6] によって得られている

n ≤ 6における canonicalな硬貨体系の特徴付けを記す．

これ以降，硬貨体系C = (c1, c2, . . . , cn)について，Cの

先頭 n−1個の硬貨からなる硬貨体系 (c1, c2, . . . , cn−1)

を C ′ と表す．また C において，支払額 v に対して貪

欲法が与える解の硬貨の総枚数を grdC(v)と表記する．

n = 1の硬貨体系，n = 2の任意の硬貨体系は明らか

に canonicalである．

定理 1 (Kozen and Zaks [3]). 硬貨体系 C = (1, c2, c3)

が canonicalである必要十分条件は，q = ⌊c3/c2⌋, r =

c3 mod c2 としたときに r = 0または c2 ≤ q + r とな

ることである．

定理 2 (Adamaszek and Adamaszek [1], Cai [2]).

硬貨体系 C = (1, c2, c3, c4)が canonicalである必要十

分条件は，硬貨体系 C ′ が canonicalかつm = ⌈c4/c3⌉
に対して grdC(mc3) ≤ mとなることである．

定理 3 (Adamaszek and Adamaszek [1], Cai [2]).

硬貨体系 C = (1, c2, c3, c4, c5) が canonical である必

要十分条件は，以下 (a)(b)のいずれかを満たすことで

ある:

(a) 硬貨体系C ′が canonicalかつm = ⌈c5/c4⌉に対し
て grdC(mc4) ≤ m;

(b) C = (1, 2, c3, c3 + 1, 2c3)かつ c3 > 3.

定理 4 (Suzuki and Miyashiro [6]). 硬貨体系 C =

(1, c2, c3, c4, c5, c6)が canonicalである必要十分条件は，

以下 (a)(b)のいずれかを満たすことである:
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(a) 硬貨体系C ′が canonicalかつm = ⌈c6/c5⌉に対し
て grdC(mc5) ≤ m;

(b) C ′ が noncanonical かつ ℓ = ⌈c5/c3⌉ に対して
C が以下 (i)(ii)(iii)のいずれかを満たす:

(i) C = (1, 2, 3, c4, c4 + 1, 2c4)かつ c4 > 4;

(ii) C = (1, c2, 2c2 − 1, c4, c2 + c4 − 1, 2c4 − 1),

c4 ≥ 3c2 − 1および grdC(ℓc3) ≤ ℓ;

(iii) C = (1, c2, 2c2, c4, c2 + c4, 2c4), c4 ≥ 3c2 − 1,

c4 ̸= 3c2 および grdC(ℓc3) ≤ ℓ.

また，canonicalな硬貨体系の特徴付けの一般化に関

して，以下の定理が知られている．

定理 5 (Magazine, Nemhauser, and Trotter Jr. [4]).

n ≥ 2とする．硬貨体系C = (1, c2, . . . , cn)に対し，硬

貨体系 C ′が canonicalであるとする．このとき，以下

の (a)(b)は等価である:

(a) C は canonical;

(b) m = ⌈cn/cn−1⌉に対して grdC(mcn−1) ≤ m.

定理 5は，硬貨体系 C ′が canonicalな場合に硬貨体

系 C が canonicalであることの特徴付けを nを一般化

した形で与えており，強力な定理である (定理 3(a)お

よび定理 4(a)は定理 5から導かれる)．しかし，C ′ が

noncanonicalである場合に C が canonicalであること

の特徴付けについては，これまでに定理 5のような一

般化は与えられていなかった．

3. 特徴付けの一般化

本研究では，硬貨体系C ′が noncanonicalな場合に硬

貨体系 C が canonicalであることの特徴付けについて，

nを一般化した以下の定理を得た．先行研究によって，

C = (1, c2, . . . , cn)が canonicalかつ C ′ が noncanoni-

calならば，n ≥ 5かつ cn は 2cn−1 − c2, 2cn−1 − c3,

. . . , 2cn−1 − cn−2 のいずれかに等しいという事実が知

られている．定理 6と定理 7は，これら n − 3通りの

うちの二通りに対して一般化を与えたものである．

定理 6. n ≥ 5 とする．cn = 2cn−1 − c2 を満たす

硬貨体系 C = (1, c2, . . . , cn) に対し，硬貨体系 C ′ が

noncanonicalであるとする．このとき，以下の (a)(b)

は等価である:

(a) C は canonical;

(b) C = (1, 2, . . . , n − 3, cn−2, cn−2 + 1, 2cn−2) かつ

cn−2 > n− 2.

定理 7. n ≥ 6 とする．cn = 2cn−1 − c3 を満たす

硬貨体系 C = (1, c2, . . . , cn) に対し，硬貨体系 C ′ が

noncanonicalであるとする．このとき，以下の (a)(b)

は等価である:

(a) C は canonical;

(b) ℓ = ⌈cn−1/cn−3⌉に対して C が以下 (i)(ii)(iii)の

いずれかを満たす:

(i) C = (1, 2, . . . , n − 4, n − 2, n, 2n − 3) かつ

n ≥ 7;

(ii) C = (1, c2, 2c2 − 1, . . . , (n − 4)c2 − (n − 5),

cn−2, c2 + cn−2 − 1, 2cn−2 − 1), cn−2 ≥ (n−
3)c2 − (n− 5)および grdC(ℓc3) ≤ ℓ;

(iii) C = (1, c2, 2c2, . . . , (n−4)c2, cn−2, c2+cn−2,

2cn−2), cn−2 ≥ (n−3)c2−1, cn−2 ̸= (n−3)c2

および grdC(ℓc3) ≤ ℓ.

定理 6で n = 5とすると定理 3(b)が，n = 6とす

ると定理 4(b) の (i) が直ちに示せ，定理 7 で n = 6

とすると定理 4(b)の (ii)(iii)が導ける．また既に筆者

ら [6]によって，cn = 2cn−1 − c4 を満たす canonical

な硬貨体系 C = (1, c2, . . . , cn)に対して硬貨体系 C ′が

noncanonicalであるならば，n > 6であることが証明

されている．よって，既知の定理 5と本研究で示した定

理 6・定理 7を併せ，n = 5, 6の硬貨体系が canonical

であるための特徴付けが改めて導出できたことになる．
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