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1. はじめに
頂点集合 V , 辺集合 E からなるグラフ G =

(V,E) において頂点の部分集合 W の閉近傍
N [W ] = {v ∈ V : v ∈ W or ∃w ∈ W, (w, v) ∈ E}
が V であるとき, W をGの支配集合と呼び，支配
集合のうち, 頂点数が最小のものを最小支配集合
と呼ぶ. その頂点数を支配数と呼び γ(G)で表す.

支配集合に関する先行研究の一つとして木におけ
る支配数を求める線形アルゴリズムが提案されて
いる [1].

頂点の部分集合W が与えられたとき, W を含
む頂点数最小の部分木をW のシュタイナー木と呼
ぶ．W のシュタイナー木少なくとも 1つに含まれ
る頂点の集合 S(W )に対し, S(W ) = V が成り立
つとき, W をGのシュタイナー集合と呼ぶ. シュ
タイナー集合のうち、頂点数が最小のものを最小
シュタイナー集合, その頂点数をシュタイナー数と
呼ぶ [2]．
W が支配集合であり，かつシュタイナー集合で

あるときW をシュタイナー支配集合と呼ぶ. シュ
タイナー支配集合のうち、頂点数が最小のものを
最小シュタイナー支配集合と呼ぶ. その頂点数を
シュタイナー支配数と呼び γst(G)と表す [3].

本研究では先行研究 [4]で述べられている木にお
ける最小シュタイナー支配集合に関する定理が成
り立たない場合があることを示し，成り立つため
に必要な条件を加えた場合の定理を示す.

2. 先行研究
木 T に対して L(T )を T の葉集合とする. 先行

研究 [4]では木における最小シュタイナー支配集合
に関して以下の定理が示されている．
Theorem 2.4 of [4]: 木 T = (V,E)において, H

を頂点集合 V −N [L(T )]から導かれる T の誘導部
分グラフとする. このとき

γst(T ) = |L(T )|+ γ(H)

が成り立つ．

次の例はこの定理が成り立たない場合を示して
いる.

例 1: 図 1の木 T を考える. L(T )とHの最小支配
集合の一つをバツ印で記す．図 1のバツ印のノー
ドの集合はシュタイナー支配集合であることはす
ぐに確認できる．したがって定理 2.4が正しいの
であればこれが最小シュタイナー支配集合であり,

その頂点数は |L(T )|+ γ(H) = 5である．
しかし, この木には 5よりも頂点数の少ないシュ
タイナー支配集合が存在する．図 2にその様なシュ
タイナー支配集合をバツ印で記す．図 2のバツ印
のノードの集合もシュタイナー支配集合であるこ
とはすぐに確認でき，その頂点数は 4である．

図 1: T における L(T )とH の最小支配集合

図 2: T の最小シュタイナー支配集合
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3. 木における最小シュタイナー支配集合
3.1. シュタイナー集合に関する補題・系
頂点 v ∈ V の閉近傍が完全グラフのとき, vを

極点と呼ぶ. シュタイナー集合と極点に関して以
下の補題が知られている.

Lemma 2.1 of [2]: グラフGにおける任意のシュ
タイナー集合を Sとすると

vが極点⇒ v ∈ S

が成り立つ．
木において極点の集合とは葉集合を指す. 従っ

て補題 2.1より木 T におけるシュタイナー集合に
関して以下の系が言える．
Corollary 2.2 of [2]: L(T )は T の任意のシュタ
イナー集合に含まれ, かつ T の最小シュタイナー
集合である．

3.2. 木における最小シュタイナー支配集合
本節では木 T (V,E)における最小シュタイナー

支配集合に関する定理を示す．
定理 1 Hが連結であるとき，木における最小シュ
タイナー支配集合に関して以下が成り立つ:

γst(T ) = |L(T )|+ γ(H).

証明 H の最小支配集合の一つを D とする. 系
2.2より， L(T )を含む任意の集合は T のシュタイ
ナー集合である. v ∈ N [L(T )]のとき vはL(T )に
よって支配されている. v ̸∈ N [L(T )]のとき vは
Dによって支配されている. 従って L(T ) ∪ Dは
T のシュタイナー支配集合であり,

γst(T ) ≤ |L(T ) ∪D| = |L(T )|+ γ(H)

が成り立つ．
γst(T ) < |L(T )| + γ(H)であると仮定する. 最

小シュタイナー支配集合として V −N [L(T )]の頂
点数が最大のものを一つとり S とおく. S におい
て |S| = γst(T ) < |L(T )|+ γ(H)である. 系 2.2よ
り L(T ) ⊆ Sである. ここで, S′ = S − L(T )とお
く. 仮定より |S′| < γ(H)となるので S′はHの支
配集合ではない. 従って

∃a ∈ V −N [L(T )], ∀s ∈ S′, a ̸∈ N [{s}]

が成り立つ. この aはある b ∈ S ∩N [L(T )]によっ
て支配されている. ただし, a自身はN [L(T )]には
属していないので, b ̸∈ L(T )である. このとき bは
Hの点とは aとしか隣接していない. なぜなら, も
し a以外の点 c ∈ V −N [L(T )]があり, (b, c) ∈ E

であるとすれば, Hが連結であることから a, b, cを
含む閉路が存在して, T が木であることに矛盾す
る. すると, (S − {b}) ∪ {a}は最小シュタイナー
支配集合であり, Sよりも V −N [L(T )]の頂点が
一つ多い. これは Sの取り方に矛盾している.

以上より

γst(T ) = |L(T )|+ γ(H)

が示された．
4. おわりに
本研究では最小シュタイナー支配集合に関する
先行研究で示されている定理に関して成り立たな
い例を示し，成り立つための条件を加えた正しい
定理を示した．
今後の課題としてはHが非連結な場合に関する
考察を深め，連結な場合だけでなく非連結な場合
にも対応した定理とアルゴリズムを提案すること
が挙げられる．
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