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1. はじめに
G = (V,E)を 3彩色可能三角形分割とする（本

稿では，明確に述べない限り，三角形分割は 2次
元球面の三角形分割を意味するものとする）．1973

年に Fisk [3]は，Gの任意の 4彩色が Kempe同
値であること，すなわち，Kempe変換を繰り返す
ことで互いに移りあえることを示した．Fiskの結
果は，(i) Gの任意の 3彩色（{0, 1, 2, 3}のうち 3

色しか使っていない彩色）がKempe同値である，
(ii) Gの任意の 4彩色はある 3彩色とKempe同値
である，という二つの主張から従う．
ここで，Gの 4彩色α : V → {0, 1, 2, 3}に対する

Kempe変換とは，「相異なる色 a, b ∈ {0, 1, 2, 3}
に対し，αにおいて色 aまたは bで塗られている
頂点集合による誘導部分グラフの連結成分Cを一
つ選び，C内の色 aと bを交換する」という操作で
別の 4彩色を構成するものである．本稿では，C

が一つの頂点からなる際の Kempe変換を特に単
変換とよぶことにする．4彩色 α, βがKempe同
値であるとは，αに対してKempe変換を繰り返す
ことで βが得られることをいう．単変換に対して
も，同様に単同値であることを定義できる．
では，Fiskの結果を構成する二つの主張 (i), (ii)

内の「Kempe同値」を「単同値」に変えるとどう
なるだろうか．このとき，(i)に対応する主張は成
立する．すなわち，Gの任意の 3彩色は単同値で
ある．一方，ある 3彩色可能三角形分割において
は，3彩色と単同値でない 4彩色が存在するため，
(ii)に対応する主張は一般的には成立しないこと
が分かる．
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ここで，以下の二つの疑問が生じる．
(Q1) Gのどのような 4彩色が 3彩色と単同値な

のか？
(Q2) どのような 3彩色可能三角形分割ならば，任

意の 4彩色が単同値となるのか？
これらの疑問に対する解答として，本研究では
(A1) Gの 4彩色が，3彩色と単同値であるための

特徴づけ
(A2) 任意の 4彩色が単同値となる 3彩色可能三

角形分割の特徴づけ
を与えた．さらにこれらの特徴づけは線形時間で
判定可能なものとなっている．
我々の成果は，組合せ遷移分野において中心的な
問題である k彩色遷移問題や k彩色連結性問題と
密接に関係する．k彩色遷移問題とは，k彩色可能
グラフとその k彩色 α, βが与えられたとき，αと
β が単同値か否かを判定する問題であり，k彩色
連結性問題とは，k彩色可能グラフGのみが与え
られ，Gの任意の k彩色が単同値か否かを判定す
る問題である．本研究により，4彩色遷移問題や 4

彩色連結性問題における新たな多項式時間可解な
クラスが明らかになった．
さらに，2次元球面の 3彩色可能三角形分割の
高次元への拡張として，d次元球面の (d+1)彩色
可能三角形分割を考え，それらに関する結果も得
たが，本稿では，2次元球面の 3彩色可能三角形分
割に対する成果 (A1), (A2)のみを概説する．
2. 準備
G = (V,E)を 3彩色可能三角形分割とし，F を

Gの面の集合とする．頂点 vを含むGの面の集合
を F (v)と書く．
Gの各 4彩色を頂点とし，二つの 4彩色 α, βが

1回の単変換で移りあえるときに α, β間に枝を張
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ることで構成されるグラフを，Gの 4彩色遷移グ
ラフとよび，R4(G)と書く．つまり，Gの 4彩色
α, βが単同値であることと，α, βがR4(G)上で同
じ連結成分に属することは，等価である．1節で
述べたように，Gの任意の 3彩色は単同値である
ため，R4(G)上で同じ連結成分に属する．この連
結成分を 3彩色連結成分とよぶ．
3. 3彩色連結成分の特徴づけ
本節では，本研究の主結果の一つである，3彩色

連結成分の特徴づけについて述べる．これは (A1)

に対応する．
α : V → {0, 1, 2, 3} を G の 4 彩色とする．

G の各面に +1/−1 を割り当てる関数 εα : F →
{+1,−1} を，隣接する面 f = {u, v, w}, f ′ =

{u, v, w′} ∈ F に対して

α(w) = α(w′) ⇐⇒ εα(f) ̸= εα(f
′)

が成り立つように定める（そのような関数は存在す
る）．頂点 v ∈ V に対して，vを含む面 f ∈ F (v)で
あって εα(f) = ±1となるものの個数を#ε−1

α,v(±1)

（復号同順）と書く．
εαの定義から，αが 3彩色であることと，任意

の隣接する面 f, f ′ ∈ F に対して εα(f) ̸= εα(f
′)

となることが同値であることが分かる．特にこの
ことから，3彩色 αに対しては，以下の釣合条件
(B)が成立することが分かる：
(B) 任意の頂点 v ∈ V に対して，

#ε−1
α,v(+1) = #ε−1

α,v(−1).

4彩色 αの頂点 v0の色を変更することを考えよ
う．変更後の 4彩色を α′ とすると，簡単な観察
から

εα′(f) =

−εα(f) if f ∈ F (v0),

εα(f) if f /∈ F (v0)

が得られる．この変更により，各頂点 v ∈ V に
おいて，v のまわりの +1/−1 を割り当てられた
面の数は変わらない．すなわち，任意の vに対し
て，#ε−1

α,v(+1) = #ε−1
α′,v(+1)かつ #ε−1

α,v(−1) =

#ε−1
α′,v(−1) が成立する．
以上の観察から，3彩色連結成分に属する任意

の 4彩色αは釣合条件 (B)を満たすことが分かる．

我々は逆も成り立つこと，すなわち，釣合条件 (B)

によって 3彩色連結成分を特徴づけられることを
示した．
定理 1. Gの 4彩色αが 3彩色連結成分に属する必
要十分条件は，釣合条件 (B)を満たすことである．
与えられた 4彩色 αが釣合条件 (B)を満たすか

否かは O(#F ) = O(#V )時間で判定可能である
ことに注意されたい．
4. R4(G)が連結であるための特徴づけ
本節では，本研究の主結果の一つである，R4(G)

が連結であるための特徴づけについて述べる．こ
れは (A2)に対応する．
Gの面ではないような長さ 3のサイクルを分離

三角形とよぶ．Gの分離三角形 C により Gを分
離することで，Cの内側の頂点集合によるGの誘
導部分グラフとCの外側の頂点集合によるGの誘
導部分グラフという，二つの 2次元球面の 3彩色
可能三角形分割を構成することができる．この操
作を繰り返すことで，分離三角形をもたない 3彩
色可能三角形分割の集合が得られるが，この集合
の要素をGの 4連結片とよぶ．最終的に得られる
Gの 4連結片の集合は，操作の順番によらず一意
に定まることが知られている [2]．
本研究により，以下の特徴づけを得た．

定理 2. R4(G)が連結であることと，Gの全ての
4連結片が八面体グラフ（正八面体の 1-骨格）と
同型となることが同値である．
Gの分離三角形は O(#V )時間で全て列挙でき

ることが知られているため [1]，定理 2より，3彩
色可能三角形分割に対する 4彩色連結性問題は線
形時間で解けることが分かる．
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