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1. はじめに
Stiefel多様体 Stpp,Nq :“ tU P RNˆp | UTU “ Ipu

上の点 U は低次元部分空間の正規直交基底を与える．
問題 1.1 (Stpp,Nq 上最適化問題). 連続関数 f :

RNˆp Ñ R に対して1

find U‹ P Stpp,Nq s.t. fpU‹q ď fpUq p@U P Stpp,Nqq

は特別な性質を持つ p 次元部分空間とその正規直交基
底の探索問題であり，行列の低ランク補間 [1]，同時対
角化 [5]等のモデルになっている他，深層学習の汎化性
能向上にも応用されている [3]．
Stpp,Nq は強い非線形性2を持つため，問題 1.1の解
法には工夫が必要である．筆者らはStpp,Nq上の一般化
Cayley変換を利用することで，問題 1.1をベクトル空
間上の最適化問題に緩和する手法を検討してきた [4,7]．
一般化Cayley変換ΦS : Stpp,NqzEN,ppSq Ñ QN,ppSq

は，中心点 S P OpNq :“ StpN,Nq 毎に定義され，
Stpp,Nq の稠密な開部分集合 Stpp,NqzEN,ppSq を歪
対称行列全体の線形部分空間 QN,ppSq に写す．ΦS

の特異点集合 EN,ppSq (ΦS が定義されない Stpp,Nq

の部分集合) は S 毎に異なる．また，ΦS の逆写像
Φ´1

S : QN,ppSq Ñ Stpp,NqzEN,ppSq はパラメータ空
間 QN,ppSq を Stpp,NqzEN,ppSq に対応づけるのに利
用され (定義 2.1と図 1参照)，問題 1.1は以下の問題に
緩和される．
問題 1.2. 連続関数 f : RNˆp Ñ R と任意に与えられ
る ϵ ą 0 に対して3

find V ‹ P QN,ppSq s.t. f˝Φ´1
S pV ‹q ă min

UPStpp,Nq
fpUq`ϵ

問題 1.2はQN,ppSq 上で定式化された最適化問題で
あるため，ベクトル空間上で設計された最適化アルゴ
リズムを利用することで V ‹ を逐次推定できる．問題
1.2による問題 1.1を解く方法を Cayley Parametriza-

tion(CP)法と呼ぶ [4, 7]．
1Stpp,Nq は RNˆp のコンパクトな部分集合であるから，問題

1.1 の解 U‹ の存在性は保証される．
2任意の U P Stpp,Nq と D P RNˆpzt0u に対し，U ` tD P

Stpp,Nq を満たす t P Rzt0u は高々1つであることが簡単に示せる．
3Stpp,NqzEN,ppSq は Stpp,Nq の稠密な部分集合であるから，

問題 1.2 の解 V ‹ の存在性は保証される．
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図 1: 異なる 2 つの中心点 Spaq,Spbq を使って定義された一般化
Cayley 変換による Stpp,Nq の稠密部分集合のパラメータ表現

一方，問題 1.1の解U‹ がΦS の特異点集合EN,ppSq

の近くに位置する場合に，「CP 法による逐次推定法」
の V ‹ への接近速度が遅くなる現象 (特異点問題と呼
ぶ)が生じることが知られている [4, 7]．特異点問題の
発生を避けるために，筆者らは Φ´1

S の可動性解析を
行い，中心点 S(と EN,ppSq) が適宜更新された緩和問
題 1.2を解くAdaptive Localized Cayley Parametriza-

tion(ALCP:動的パラメータ表現)法を提案した [4]．
CP法と異なり，ALCP法では中心点 S の更新に伴
い，推定解の表現空間QN,ppSqも変化してしまうため，
見通しのよい収束解析は与えられていなかった．
小文では，あるクラスの「ベクトル空間上最適化ア
ルゴリズム」を組み込んだ ALCP法の統一的収束解析
を提案する．具体的には，ベクトル空間上最適化アル
ゴリズムの収束解析 (例えば [2])でよく利用されてき
た「生成点列に関する特別な性質」(仮定 3.1)を基に，
ALCP法の統一的収束解析 (定理 3.2)を紹介する．
以下では，S P OpNqの左ブロック行列と右ブロック
行列をそれぞれ Sle P RNˆp,Sri P RNˆpN´pq と表す．
また，SkewpXq “ pX ´ XTq{2 P RNˆN は正方行列
X P RNˆN の歪対称成分を表す．
2. 一般化Cayley変換と Stiefel多様体の

動的パラメータ表現法 (ALCP法)

定義 2.1 (一般化 Cayley変換 [4]). S P OpNq 毎に決
まるEN,ppSq :“ tU P Stpp,Nq | detpIp `ST

leUq “ 0u，

QN,ppSq :“ QN,p :“

#«

A ´BT

B 0

ff ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´AT“APRpˆp,

BPRpN´pqˆp

+
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に対して，一般化 Cayley変換
ΦS : Stpp,NqzEN,ppSq Ñ QN,ppSq を

ΦS : U ÞÑ

«

ASpUq ´BSpUqT

BSpUq 0

ff

で定義する．ただし，各ブロック行列は

ASpUq:“2pIp`ST
leUq´TSkewpUTSleqpIp`ST

leUq´1PQp,p

BSpUq:“´ST
riUpIp`ST

leUq´1PRpN´pqˆp である．

逆変換 Φ´1
S : QN,ppSq Ñ Stpp,NqzEN,ppSq は

Φ´1
S : V ÞÑ SpI ´ V qpI ` V q´1Ile

で与えられる．
注意: p “ NかつS “ I のとき，ΦS は古典的なCayley

変換 [6]に一致する．QN,ppSq “ QN,p pS P OpNqq で
あるが，S P OpNq 毎に集合 Stpp,NqzEN,ppSq が変化
するため，そのパラメータ表現空間にも区別した表記
QN,ppSq を用いている．
ALCP 法の全体構成の概要を Algorithm 1 に示す．

An : QN,ppSnq Ñ QN,ppSnq は ALCP法に組み込まれ
る「ベクトル空間上最適化アルゴリズム」の n回目の
推定値 Vn の更新則を表している．特異点問題の影響
が検出されない間は共通の中心点 Sn が維持されるが，
影響検出され次第，Φ´1

Sn
pVn`1q から新しい特異点集合

EN,ppSn`1q が十分に離れるような中心点Sn`1 に更新
される (影響検出法と中心点の更新法は [4]を参照)．
3. ALCP法に基づく Stiefel多様体上

最適化アルゴリズムの統一的収束解析
ALCP法の統一的収束解析を与えるために，f に微
分可能性とAlgorithm 1に下記条件の成立を仮定する．
仮定 3.1. ある定数 c ą 0 が存在し，Algorithm 1で生
成される点列 pVnq8

n“0 が Sk “ Sk`1 “ ¨ ¨ ¨ “ SK とな
る任意の k,K P N に対して以下の不等式を満たす．

pl P tk, k ` 1, . . . ,Kuq

l
ÿ

n“k

}∇pf ˝ Φ´1
Sn

qpVnq}2F ď c

実際に，Algorithm 1内のAnとして，あるクラスの
加速勾配法 [2](通常の最急降下法も含む)の更新則を採
用すれば∇f の Lipschitz連続性の下で仮定 3.1の成立
が確認できる ( [4]の議論参照)．
定理 3.2 (ALCP法の統一的収束解析). Algorithm 1が
仮定 3.1とともに，同一中心点の継続利用回数に関す
るある条件4を満たすとする．このとき，任意の ϵ ą 0

4正確な条件は発表の中で説明する予定である．

Algorithm 1 ALCP法の全体構成の概要
Input: S0 P OpNq, U0 P Stpp,NqzEN,ppS0q

V0 Ð ΦS0
pU0q

for n “ 0, 1, 2, . . . ,m ´ 1 do

Vn`1 Ð AnpVnq, Un`1 Ð Φ´1
Sn

pVn`1q

if 特異点の影響が検出されない then

Sn`1 Ð Sn (同一中心点を利用する)

else

Un`1 Ð Un

Un`1 を用いて新たな Sn`1 を計算
Vn`1 Ð ΦSn`1pUn`1q

end if

end for

Output: Um

に対し，}∇pf ˝ Φ´1
Sn

qpVnq}2F ă ϵ を達成するまでに必
要な反復回数は高々opϵ´3{2q である．
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