
標準DC 2 次計画問題に対するKKT列挙法を導入した
分枝限定法

01704732 新潟大学 *山田 修司 YAMADA Syuuji

1. はじめに
本研究では標準DC 2次計画問題に対するKKT

点列挙法及びパラメトリック最適化手法を用いた
分枝限定法を提案する.

2. 標準DC 2 次計画問題
次の標準DC 2 次計画問題を考える.

(QDC)


minimize w⊤x

subject to gi(x) ≤ 0 i = 1, . . . ,m

h(x) ≥ 0, x ∈ Rn.

ただし, A1, . . . , Am は n × n 次正定値対称行列,

w, b1, . . . , bm ∈ Rn (∥w∥ = 1), c1, . . . , cm, r ∈ R
(r > 0), w⊤ は w の転置ベクトルとし,

gi(x) := x⊤Aix− (bi)⊤x− ci,

h(x) := x⊤x− r2

とする. ここで,

g(x) := max{gi(x) : i = 1, . . . ,m},
G := {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0},
H := {x ∈ Rn : h(x) ≥ 0}

とおく. このとき, (QDC) の制約集合は G\intH
を表される. ただし, intH は集合 H の内部集
合を表す. 制約集合が空でないことを仮定すると,

関数 gi の定義から G はコンパクトな凸集合とな
り, G\intH はコンパクト集合となる. したがっ
て, (QDC) には最適解が存在する. また, 次を仮
定する.

(A) argmin{w⊤x : x ∈ G} ⊂ intH

仮定 (A) から n ≥ 2 のとき, G, H の境界集合の
共通部分上に (QDC)の大域的最適解が存在する
ことがわかる. さらに, 次の定理が成立する.

定理 2.1

α0 := min
x∈G

w⊤x ≤ min(QDC) ≤ r

ただし, min(QDC) は問題 (QDC) の最適値を表
す.

3. 最適性条件
任意の α ∈ [α0, r] に対して, 次の 2次計画問題

を考える. 
minimize g(x)

subject to h(x) = 0,

w⊤x = α.

(1)

ここで, 行列 D ∈ Rn×(n−1) は次を満たすものと
する.

• D = (d1, . . . ,dn−1) (di ∈ Rn, i = 1, . . . , n −
1)

• ∥di∥ = 1 for all i = 1, . . . , n− 1

• w⊤di = 0 for all i = 1, . . . , n− 1

このとき, x を Dy + αw (y ∈ Rn−1) に置き換え
ることで, 問題 (1) は次のように変換できる.

(QP(α))

{
minimize ḡ(y;α)

subject to h̄(y;α) = 0,

ただし,

ḡ(y;α) := max{ḡi(y;α) : i = 1, . . . ,m},
ḡi(y : α) := yĀiy −

(
b̄(α)i

)⊤
y − c̄i(α),

h̄(y;α) := y⊤y − r(α)2,

Āi := D⊤AiD,

b̄(α)i := D⊤bi − 2αD⊤Aiw,

c̄i(α) := ci − α2w⊤Aiw + α
(
b1
)⊤

w,

r(α) :=
√
r2 − α2.

その上, 次の定理が成立する.

定理 3.1 ᾱ ∈ [α0, r] が次の条件 (i),(ii)の両方を
満たし, ȳ は問題 (QP(α)) の最適解とする.

(i) min(QP(ᾱ)) = 0

(ii) min(QP(α)) > 0 for each α ∈]− r, ᾱ[

このとき, ᾱ, Dȳ + ᾱw は問題 (QDC) の最適値,

最適解である.
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単体 S を次のように定義する.

S :=

{
s ∈ Rm :

m∑
i=1

si = 1, s1, . . . , sm ≥ 0

}

このとき, ȳ ∈ Rn が問題 (QP(α)) の最適解なら
ば, あるラグランジュ乗数 µ > 0, s ∈ S が存在し
て次の KKT 条件が成立する.

(KKT1) 2Ā(s)ȳ − b̄(s, α)− 2µȳ = 0

(KKT2) h̄(ȳ;α) = 0

(KKT3) siḡi(ȳ;α) = 0, i = 1, . . . ,m

ただし, Ā(s) :=
m∑
i=1

siĀi, b̄(s̄, α) :=
m∑
i=1

sib̄
i
(α).

Āi (i = 1, . . . ,m) は正定値対称行列なので, 任
意の s ∈ S に対して Ā(s) は (n − 1) × (n − 1)

正定値対称行列である. ここで, λi(s) ∈ R (i =

1, . . . , n− 1), pi(s) (i = 1, . . . , n− 1) は次の条件
を満たすものとする.

Ā(s)pi(s) = λi(s)p
i(s), i = 1, . . . , n− 1,

∥pi(s)∥ = 1, i = 1, . . . , n− 1,(
pi(s)

)⊤
pj(s) = 0, i, j ∈ {1, . . . , n− 1} (i ̸= j),

0 < λ1(s) ≤ λ2(s) ≤ · · · ≤ λn−1(s),

すなわち, λi(s), p
i(s) は行列 Ā(s) の固有値と固

有ベクトルである. ここで,

P (s) :=
(
p1(s), . . . ,pn−1(s)

)
∈ R(n−1)×(n−1)

とする. このとき, P (s) は次を満たす直交行列で
ある.

P (s)⊤Ā(s)P (s) = diag (λ1(s), . . . , λn−1(s))

=: Λ(s)

y を P (s)z (z ∈ Rn−1) に置き換えることで
KKT 条件は次のように書き換えられる.

(KKT1) 2Λ(s)z − b̂(s, α)− 2µz = 0n−1

(KKT2) z⊤z − r(α)2 = 0

(KKT3) siḡi(P (s)z;α) = 0, i = 1, . . . ,m

ただし, b̂(s, α) := P (s)⊤b̄(s, α).

4. KKT 点列挙法
任意の α ∈ [α0, r], s ∈ S, z(µ; s, α) : R →

Rn−1, ψ(µ; s, α) : R → R を次のように定義する.

z(µ; s, α) :=
1

2
(Λ(s)− µIn−1)

−1b̂(s, α),

ψ(µ; s, α) := z(µ; s, α)⊤z(µ; s, α)− r(α)2

=
1

4

n−1∑
i=1

b̂i(s, α)
2

(λi(s)− µ)2
− r(α)2

ただし, In−1 は単位行列とする. 任意の µ ∈
R に対して, z(µ; s, α) は 条件 (KKT1) を満
たす. また, ψ(µ; s, α) = 0 が成立するなら
ば, z(µ; s, α) は (KKT2) 　を満たす. さらに,

R\{λ1(s), . . . , λn−1(s)} 上で, 関数 ψ の二階導関
数 d2

dµ2
ψ(µ; s, α) は次を満たす

d2

dµ2
ψ(µ; s, α) =

3

2

n−1∑
i=1

b̂i(s, α)
2

(λi(s)− µ)4
> 0 (2)

ここで, 線分 Ti(s) (i = 1, . . . , n(s)) を次のように
定義する.

T1(s) :=]−∞, λ̂1(s)[,

Ti(s) :=]λ̂i−1(s), λ̂i(s)[, i = 2, . . . , n(s)− 1,

Tn(s)(s) :=]λn−1(s),+∞[.

ただし, λ̂1(s), . . . , λ̂n(s)−1 は次を満たす.

• 任意の i ∈ {1, . . . , n− 1} に対して, ある j ∈
{1, . . . , n(s) − 1} が存在して λi(s) = λ̂j(s)

を満たす.

• 0 < λ̂1(s) < λ̂2(s) < · · · < λ̂n(s)−1(s).

このとき, (2) から, 関数 ψ(µ; s, α) は Ti(s) 上で
狭義の凸関数であることがわかる. したがって, 問
題 (QP(α)) の KKT 点は非線形方程式に対する
ニュートン法等を用いて求めることができる.

5. おわりに
ラグランジュ乗数 s の領域 Sに対する分枝限定

法と問題 (QP(α)) のKKT点列挙法を組合わせる
ことで, 問題 (QDC)の大域的最適解の近似解を求
めることができる.
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