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本発表では，分散縮小型確率的最適化法におい
て全勾配を用いない新たな勾配推定量を提案し，
種々の問題設定でその有用性に理論保証を与える．
1. 導入
機械学習における nデータの経験損失最小化問

題などは，

min
x∈Rd

{
f(x) :=

1

n

n∑
i=1

fi(x)

}
(1)

という形の最適化問題に定式化される．解 x が
∥∇f(x)∥ ≤ ε を満たすとき ε-1 次最適であると
言い，加えて λmin(∇2f(x)) ≥ −δ を満たすとき
(ε, δ)-2次最適であると言う．
近年は大量の学習データを用いる場面が頻繁に

現れるが，nが大きい場合に毎回全ての∇fiを計
算するのは非効率である．各ステップで一部データ
をサンプルして勾配を計算する手法の中でも，過
去の情報を利用して全勾配∇f(x)の推定を行う分
散縮小型確率的最適化手法が，勾配計算回数の削
減に成功を収めてきた [6]．
代表的な手法のうち，特に非凸最適化では，

SAGA [5]は全勾配計算を必要としない一方，ε-

1次最適解の計算にO
(
n2/3

ε2

)
回の勾配計算を要す

る．一方，SARAH [4]は定期的な全勾配計算によっ
て推定量を初期化することにより，O

(
n1/2

ε2

)
回の

勾配計算で済み，これは下界と一致する．このト
レードオフは，例えば分散学習への適用には全勾
配計算はボトルネックとなるという理由から，い
くつかの研究により解消が試みられてきた．その
一つ，Li et al. [2]は途中の全勾配計算が不要か
つ O

(
n1/2

ε2

)
のレートを達成する ZeroSARAHを

提案した．しかし，推定量の構成は複雑で，2次
収束性保証や分散学習への適用といった典型的な
拡張が難しかった．1

1Liらは同時に分散学習の手法を提案しているが，彼らの
証明は途中で fi に強い均一性の仮定が必要である．

本発表では，SAGA [5] 及び SARAH [4]の中間
点として，問題 (1)のための新しい勾配推定量を
提案する．提案手法は ZeroSARAHと同様に途中
の全勾配計算が不要かつほぼ最適な勾配計算量を
達成する，1重ループのシンプルなアルゴリズム
である．それに留まらず，2次最適性保証が可能
で，さらに分散学習の一種である連合学習の設定
では，通信計算量が既存手法 [3]よりも√n倍（n

はクライアントの数）改善する応用を与える．
2. 新たな勾配推定量: SL-SARAH

提案アルゴリズムを以下に紹介する．

Algorithm 1 SL-SARAH(x0, η, b, T, r)

1: Randomly sample b data I0

2: y0i ← 1
b

∑
i∈I0 ∇fi(x0) (i = 1, · · · , n)

3: for t = 1 to T do

4: Randomly sample b data It

5: xt ← xt−1 − η

n

n∑
i=1

yt−1
i

6: yti ←


∇fi(xt) for j ∈ It

1

b

∑
j∈It

(∇fj(xt)−∇fj(xt−1)) + yt−1
i

for i /∈ It

提案手法の特徴は，SAGAに倣い過去の勾配を
保存することに加え，SARAHに着想を得て，毎ス
テップミニバッチで取られたサンプルの勾配を用い
て，選ばれていない他の全ての iについて yti を更
新する点にある．この更新は yti が∇fi(xt)の近似
と考えると一見不合理に見えるものの，1

n

∑n
i=1 y

t
i

で ∇f(xt)を近似するには合理的であることが解
析により分かる．
3. 理論保証: 1次及び 2次最適性
各 fiのL-平滑性，初期点における勾配の差の有
界性 (∥∇fi(x0) − ∇f(x0)∥ ≤ σ0)，及び f の有界
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性 (∆ = f(x0)− infx∈Dd f(x) <∞)を仮定した下
で，以下を得る．
定理 1. b =

√
nかつ η = Θ̃

(
1
L

)の時，Algorithm

1 は確率 1− ν (ν ∈ (0, 1))で，ε-1次最適解に

Õ

(
L∆
√
n+ σ2

0

√
n

ε2

)
回の勾配計算量で到達する.

これは [2]と同等の結果である．
加えて各 fiのHessianの ρ-Lipschitz連続性の成

立を仮定し，Algorithm 1の 5行目の更新を原点を
中心とし半径 rの d次元球の内部からの一様分布
B(r)に従う ξtを用いてxt ← xt−1− η

n

∑n
i=1 y

t−1
i +

ξt に変更すると，以下の定理を得る．
定理 2. b ≥

√
n + L2

δ2
, η = Θ̃

(
1
L

)
, r ≪ 1の時，

Algorithm 1 は確率 1− νで，(ε, δ)-2次最適解に

Õ

((
L∆+ σ2

0

)(√n
ε2

+
ρ2
√
n

δ4
+

L2

ε2δ2
+

L2ρ2

δ6

))
回の勾配計算量で到達する．
提案手法は鞍点を抜け出すためのサブルーチン

を必要とせず，1重ループで 2次最適性を保証す
る初の手法であり，特定の設定では既存手法 [1]よ
りも効率的である．更にアルゴリズムを工夫する
と， L2

ε2δ2
+ L2ρ2

δ6
の部分を L

ε2δ
+ Lρ2

δ5
に改善できる．

これらに加え，PL条件下での解析も可能である．
4. 連合学習への応用
Algorithm 1 の拡張性は高く，分散学習の一種

である連合学習の手法を作ることができる．ここ
では，n個のクライアントがそれぞれm個のデー
タを持つ状況を考え，問題 (1)で特に fiが

fi(x) :=
1

m

m∑
j=1

fi,j(x)

で定まるとする．スペースの都合上結果のみ示す．
定理 1の仮定に加え，{fi}ni=1 は 2次の不均一

性を満たす，即ち任意の i, xに対して ∥∇2fi(x)−
∇2f(x)∥ ≤ ζ が成り立つとする．各クライアント
で ∥∇fi,j(x)−∇fi(x)∥ ≤ σ (∀j, x)であるとする．
さらに簡単のため，ρ,∆, L = Θ(1)とする．
定理 3. 提案アルゴリズムは，途中 1回あたり√n
の通信量を用い，確率 1− νで，通信回数

Õ

(
1 +

ζ

ε2
+

σ2

nBε4
+

σ2

B
1
2 ε2

)

で ε-1次最適解に到達する．ただし Bは 1ラウン
ドに各クライアント iが計算できる勾配の数．
これは毎回の通信を全てのクライアントで行っ
ていた [3]の結果を改善する．スペースの都合上詳
細は省くが，定理 2と 3の解析を組み合わせ，連合
学習の状況で 2次最適性を付与することもできる．
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