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1 はじめに

確率的マッチングモデルは，顧客が確率的に
到着するマッチングモデルである．到着時にマッ
チングできるタイプの顧客がシステム内に存在
すればその顧客とともにシステムを去り, 存在
しない場合にはシステム内で待つ．近年，タイ
プ間のマッチングに関する制約を無向非二部グ
ラフで記述した確率的マッチングモデルが研究
されている [1,2,3]．このモデルは順序独立損失
待ち行列 (OI-Loss 待ち行列)に帰着できること
が示されている [4]．
本稿では, 確率的マッチングモデルに忍耐時

間を付与した忍耐時間付き確率的マッチングモ
デル (SMMI：Stochastic Matching Model with

Impatience)を解析する．SMMIが OI-Loss待
ち行列に帰着されることを述べ, その事実を利
用して顧客数に関する定常分布などを導出する．

2 SMMIの設定

N種類のタイプ 1, 2, . . . , Nの顧客が到着する
マッチングモデルを考える．タイプ iの顧客は率
αiの定常ポアソン過程に従って到着し, 互いに
独立の平均 1/θiの指数分布に従う忍耐時間を持
つ. マッチング規律はFCFM (First Come First

Match)である.

各タイプの顧客がどのタイプの顧客とマッチ
ングできるかは，自己ループを持たない無向グ
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図 1: SMMIのマッチングを表す無向グラフ

ラフにより決定する．グラフの頂点集合を V =

{1, 2, . . . , N}とし, 頂点 i, j ∈ V が辺を持つと
き i ∼ j と記す．この無向グラフで i ∼ j なら
ば，タイプ iと j の顧客はマッチング可能であ
る．図 1は SMMIのマッチングを表す無向グラ
フの例である．図 1の例では，タイプ 1の顧客
はタイプ 2と 3とマッチングできるが，タイプ
4とはマッチングできない．
時刻 t のシステム内の顧客数を N(t) と

する．時刻 t において p 番目に古い顧客
のタイプを Cp(t) として, システム状態を
X(t) := (C1(t), C2(t), . . . , CN(t)(t))と表す．た
だし，N(t) = 0のとき X(t) = ∅とする. シ
ステム状態X(t)は Vの有限列からなる集合 V⋆

に属するが, X(t)は V∗ 上のすべての値をとる
わけではない．例えば，i ∼ j を満たすタイプ
i, j ∈ V の顧客は同時にシステムに存在できな
い．この制限された集合を Cと記す.

システム状態 X(t)は到着間隔と忍耐時間が
指数分布に従うことから，確率過程 {X(t)}は C
上の連続時間マルコフ連鎖であることは明らか
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である．

3 SMMIの解析

3.1 OI-Loss待ち行列への帰着

OI-Loss待ち行列とは, 複数のタイプの顧客が
率 λ = (λ1, . . . , λN )の定常ポアソン過程で到着
し,システム状態に応じて特定のタイプの顧客は
システムに入らず退去する待ち行列で,システム
状態の順序に依存しない退去率関数 µ: C → R+

をもつ. 詳しくは，[4]内のDefinition 1を参照
せよ. OI-Loss 待ち行列は積形式解をもつこと
が知られている.

[4]で確率的マッチングモデルをOI-Loss待ち
行列に帰着して解析したのと同様に，SMMIも
OI-Loss待ち行列に帰着できる．到着率λをλ =

α = (α1, α2, . . . , αN )，退去率関数 µを

µ(c) = α(E(V(c))) +
∑
i∈V

|c|iθi, c ∈ C

とおけば，SMMIがOI-Loss待ち行列に帰着で
きることが分かる．ここで，|c|iは状態 cに存在
するタイプ iの顧客数，α(E(V(c)))は状態 cの
システム内に存在する顧客とマッチング可能な
顧客の到着率の和とする．

3.2 性能指標の導出

SMMIがOI-Loss待ち行列に帰着できること
を利用して，システムの状態を表す連続時間マ
ルコフ連鎖 {X(t)}の定常分布を求める．

定理 3.1. SMMIのシステムの状態を表す連続時
間マルコフ連鎖 {X(t)}の定常分布を π(c)，c ∈
C と記す. 各 c = (c1, c2, . . . , cm) ∈ Cに対して，
π(c)は以下の通り．

π(c) = π(∅)Φ(c)
m∏
p=1

αcp ,

Φ(c) =

m∏
p=1

(
α(E(V(c1, . . . , cp))

+
∑
i∈V

|(c1, . . . , cp)|iθi

)−1

.

ここで, π(∅)は,
∑

c∈C π(c) = 1を満たす値.

定常な SMMIのシステム内に滞在するタイプ
iの顧客数をXiと表し, タイプ iの顧客の滞在
時間の確率変数を Tiと表す．Xiと Tiのモーメ
ントは以下のように得られる.

系 3.2. i ∈ V と n = 1, 2, . . .に対して, Ci =

{c ∈ C; |c|i > 0}, π(Ci) =
∑

c∈Ci π(c)とすると,

タイプ iの顧客数 Xi の n次モーメントは以下
の通り.

E[Xn
i ] = αn

i

∂nπ(Ci)
∂αn

i

.

系 3.3. i ∈ V と n = 1, 2, . . . ,に対して, タイプ
iの顧客の滞在時間 Tiの n次モーメントは以下
の通り.

E[Tn
i ] =

1

αn
i

n∑
k=0

(−1)n+ks(n, k)αk
i

∂kπ(Ci)
∂αn

i

.

ここで, s(n, k)は第一種スターリング数.
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