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1. はじめに
近年, 分布的ロバスト最適化が盛んに研究され

ており, それらの結果に基づいたポートフォリオ
選択問題もいくつか提案されている. 例えば, [1]

では分布的ロバスト最適化に基づくシャープレシ
オやオメガレシオを最大化するポートフォリオ選
択問題が提案されている. しかしながら, 収益率の
真の分布の実現値については既知であるとの仮定
を置いているという弱点がある.

本発表では, 先行研究 [1]のモデルの拡張として
収益率の真の分布の実現値を確率変数,そのサポー
ト集合を楕円集合として取り扱い, リスク指標と
して理想的な性質であるコヒーレント性を有する
条件付き V aR (以下, CV aR)を用いたレシオ [2]

最大化モデルを提案する. このレシオを用いるこ
とで, 下方リスクとリターンの両方を意思決定に
反映することが可能である.

2. 分布的ロバスト最適化
分布的ロバスト最適化では真の分布を含む不確

実性集合をDとして表し, その集合に含まれる確
率分布 Pに対する最悪ケースの期待コストを最小
化する問題で, 一般的に以下のように表される:

min
x

max
P∈D

EP[f (x, Y )].

ただし, EP[f(x, Y )]は確率分布 Pにおけるコスト
関数 f(x, Y )の期待値を表し, xを決定変数, Y を
確率変数とする. 分布的ロバスト最適化では考え
る不確実性集合D (通常は凸性を仮定する)は以下
のような分布 Pの経験分布 P̂からの差を測るダイ
バージェンス dを用いて以下で定義される:

D (ϵ) = {P : d
(
P|P̂

)
≤ ϵ}.

ここで, ϵは不確実性の大きさを表す定数である.

近年,このダイバージェンス dとして, Wasserstein

距離という輸送問題に着想を得た分布間の距離尺

度を用いたロバスト最適化が盛んに研究されてい
る. このWasserstein距離の利点は, 連続分布を
扱える点であり, その柔軟性から本発表でもこの
Wasserstein距離をダイバージェンス dとして用い
ることとする.

3. 問題の定式化
対象資産全体の集合を [m]:={1, 2, ...m}, 各資産

に対する投資比率をまとめた決定変数ベクトルを
x∈Rm, ξ∈Rm を分布 P に従う各資産の収益率を
表す確率変数とする. 標本数を [n]:={1, 2, ...n}と
し, ξ̂j∈Rmを収益率の標本データとする. 以下で
は, 経験分布は P̂n(ξ) :=

1
n

∑n
j=1 δξ̂j で表されるも

のと仮定する. ただし, δξ̂j はディラック分布を表
すものとする.

また, 損失関数を−xT ξとし, 確率水準α∈ (0, 1)

の下でのCV aRをCV aRα(−xT ξ)で表すと,本研
究で扱うCV aRレシオ最大化問題は以下で与えら
れる:

max β,

s.t.
EP[xT ξ]

CV aRα (−xT ξ)
≥ β,

β ∈ R+.

以下では, CV aRα(−xT ξ)>0と β>0を仮定し, 分
母を払った問題を考える. さらに, その問題におい
て, 分布P∈D (Dは不確実性集合)を仮定したとき
のロバスト最適化問題は以下で与えられる:

max β,

s.t. sup
P∈D

{CV aRα

(
−xT ξ

)
− 1

β
EP[xT ξ]} ≤ 0,

β ∈ R+.　
さらに, CV aR の定義より, CV aRα(−xT ξ)=

mine∈R{e+ 1
αE

P[max{−xT ξ − e, 0}]} であるた
め, 上記の問題は以下のように書き換えられる:

max β,
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s.t.min
e∈R

e+ sup
P∈D

EP[h (x, e, ξ)] ≤ 0,

β ∈ R+.
(1)

ただし, h(x, e, ξ)=max{−( 1α + 1
β )x

T ξ − e
α ,−

1
βx

T ξ}
とする. 以下では, 問題 (1) における部分問題
supP∈DE

P[h(x, e, ξ)]を考える. 以降では, 具体的
な定式化のため, 次を仮定する.

仮定 1 集合 Ξによってサポートされる空間M(Ξ)

に従う任意の確率分布 Pについて, 以下の条件を
満たすものとする.

EP[∥ξ∥p] =
∫
Ξ
∥ξ∥pP (dξ)<∞.

定義 1 仮定 1が満たされるとき, Wasserstein距
離は以下で定義される [3]:

d(P1|P2) := inf{
∫
Ξ×Ξ

d(ξ1|ξ2)K(dξ1, dξ2) :∫
Ξ
K(ξ1, dξ2) = P1(ξ1),

∫
Ξ
K(dξ1, ξ2) = P2(ξ2)},

ここで, K:Ξ×Ξ→R+ は P1∈M(Ξ) と P2∈M(Ξ)

の結合確率分布を表し, d(ξ1|ξ2)=∥ξ1−ξ2∥とする.

このとき, Wasserstein距離を用いると, 部分問題
supP∈DE

P[h(x, e, ξ)]は以下の式 (2)に再定式化さ
れる:

max
K(ξ,ξ̂j)≥0

n∑
j=1

∫
Ξ
h(x, e, ξ)K(dξ, ξ̂j),

s.t.

∫
Ξ
K(dξ, ξ̂j) =

1

n
, ∀j = [n],

n∑
j=1

∫
Ξ
d(ξ|ξ̂j)K(dξ, ξ̂j) ≤ ϵ.　

(2)

ここで, サポート集合 Ξに関しては, 区間型や楕
円型を考えることができるが, 今回は紙面の都合
上, 楕円型のみを記載する. よって, 以下では,

Ξ={ξ|ξ = ξ̄ + Q∆, ∥∆∥2 ≤ ρ}とする. ここで,

Q∈Rm×mは正定値行列, ∆∈Rm, ξ̄∈Rmを過去の
平均収益率ベクトル, ρを正の定数とする.このと
き, 部分問題 (2)の双対問題を考えることで, 問題
(1)は以下のように再定式化される:

max
x,e,s,λ,z,t

β,

s.t. e+
1

n

n∑
j=1

sj + λϵ ≤ 0,

bTj z1j −
(
1

α
+

1

β

)
xT ξ̄ − e

α
+ t1jρ ≤ sj , ∀j = [n],

bTj z2j −
1

β
xT ξ̄ + t2jρ ≤ sj , ∀j = [n],

−AT z1j = c1j , −AT z2j = c2j , ∀j = [n],
m∑
i=1

xi = 1, x ≥ 0, λ ≥ 0, β ∈ R+, e ∈ R,

z1j , z2j ∈ K1+m ×K1+m, t1j , t2j ≥ 0, ∀j = [n].

(3)

ただし, K1+m={z = (z0, z̄) ∈ R× Rm|z0 ≥ ∥z̄∥},

c1j =

 −t1j

−λ

−( 1α + 1
β )Q

Tx

 , c2j =

 −t2j

−λ

− 1
βQ

Tx

 , ∀j = [n]

A =


0 1 0T

0 0 Q

1 0 0T

0 0 I

 , bj =


0

ξ̄ − ξ̂j

0

0

 , ∀j = [n]

とする.

問題 (3)は非凸最適化問題であり, 一般的には大
域的最適解を求めることは難しい. しかし, βを定
数として扱うと, 問題 (3)は凸最適化問題となるた
め, 最適解における β の値を含むような区間を考
え, 逐次, βを固定した問題 (3)を解くような 2分
探索法を用いることで大域的最適解を求めること
が可能である. 2分探索法の詳細は [1]を参照され
たい.
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