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1. はじめに
離散凸解析 [4]の研究では，種々の離散凸性が定

義され，いくつかの離散凸集合の多面体表現が知
られている．ここで，「離散凸集合の多面体表現」
とは，離散凸集合の凸包の不等式系による表現の
ことである．このような表現は，多面体的組合せ
論と呼ばれる組合せ最適化の標準的なアプローチ
の基礎となるものである．

L凸集合，L♮ 凸集合，M凸集合，M♮ 凸集合に
対しては多面体表現が知られている．M2凸集合，
M♮2凸集合に対しても，ポリマトロイド交差に対応
することから，多面体表現が知られている．マル
チモジュラ集合についても最近になって多面体表
現が明らかになった [2]．
一方，2つの L凸集合のミンコフスキー和であ

る L2凸集合に対しては，多面体表現に関する結果
がわからずに残されていた．本研究では，L2凸集
合の多面体表現を明らかにするとともに，自然な
グラフ表現を導く．
既知の事実に本研究の結果を加えてまとめると，

表１のようになる．なお，整凸集合 [4, Sec. 3.4]に
対しては多面体表現に関する有用な議論はできな
いことに注目されたい ({0, 1}ベクトルからなる任
意の集合は整凸集合であり，したがって，任意の
{0, 1}多面体は整凸集合の凸包である）．

2. 結果
L凸集合は離散凸解析の枠組みにおける基本的

な凸集合の一つである．非空集合 S (⊆ Zn)が次の
二つの条件を満たすとき，L凸集合であると定義
される:

x, y ∈ S =⇒ x ∨ y, x ∧ y ∈ S ,

x ∈ S , µ ∈ Z =⇒ x + µ1 ∈ S .

ここで µ ∈ Rと置き換えることによって，L凸多
面体が定義される．
非空集合 S ⊆ Znは，2つの L凸集合のミンコフ

スキー和（ベクトル和）で表現できるとき，すな
わち，S = {y + z | y ∈ S 1, z ∈ S 2}で，S 1 と S 2 が L

表 1: 離散凸集合の多面体表現
⟨a, x⟩ ≤ bのベクトル a Ref.

Box ±ei 自明
L凸 e j − ei [4, Sec.5.3]
L♮凸 e j − ei, ±ei [4, Sec.5.5]
L2凸 eJ − eI (|I| = |J|) 本研究

L♮2凸 eJ − eI (|I| − |J| = 0,±1) 本研究
M凸 eI , −eN(= −1) [4, Sec.4.4]
M♮凸 ±eI [4, Sec.4.7]
M2凸 eI , −eN(= −1) M凸より
M♮2凸 ±eI M♮凸より
マルチ　
モジュラ

±eI (I: 連続区間) [2]

(注）N = {1, 2, . . . , n}とする．i, j ∈ Nとし，I, J ⊆ N
とする．

凸集合であるとき，L2凸集合という [4, Sec. 5.5].
なお，S 1, S 2 が L♮ 凸のとき，S を L♮2 凸集合とい
う．同様に，多面体 P ⊆ Rn は 2つの L凸（L♮凸）
多面体のミンコフスキー和で表現できるとき，L2

凸（L♮2凸）多面体という．
L凸集合は L2 凸集合であるが，逆は真でない．

同様に，L♮ 凸集合は L♮2 凸集合であるが，逆は真
でない．L2凸集合は L♮2凸集合である．
定理 2.1. L2凸集合 S ⊆ Znは，(I, J)によって添字
づけられた適当な γIJ ∈ Z ∪ {+∞}に対して

S = {x ∈ Zn | x(J) − x(I) ≤ γIJ

∀(I, J) (|I| = |J|, I ∩ J = ∅)} (1)

と表現できる. なお，L♮2凸集合は，上式で「|I| = |J|」
の部分を「|I| − |J| ∈ {−1, 0, 1}」と置き換えればよ
い．L2凸多面体 P ⊆ Rn は，(I, J)によって添字づ
けられた適当な γIJ ∈ R ∪ {+∞}に対して

P = {x ∈ Rn | x(J) − x(I) ≤ γIJ

∀(I, J) (|I| = |J|, I ∩ J = ∅)}
と表現できる.

この結果に対する 2つの異なる証明を与えた．一
つは共役性定理やM2 最適性規準といった離散凸
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解析の構造的結果を用いた証明である．もう一つ
は代数的な直接証明であり，構成する L凸集合の
多面体表現の不等式系にフーリエ・モツキンの消
去法を適用したもので，L凸集合と三角不等式の
関係という基本的事実だけを用いる初等的な証明
である．
定理 2.1は，L♮2凸かつM♮2凸である整数ベクト

ルの集合は Box（整数区間）だけであるという基
本的な事実 [5]の別証明を導くなど，離散凸解析
における新たな示唆を与える．
なお，マトロイド交差において一つの共通基に

隣接する共通基が指数個になりうることと，M2凸
と L2 凸の共役性より，L2 凸集合を表現する不等
式の個数は指数個になりうることが示されている．
グラフ表現について述べる．式 (1) の (I, J)は，

グラフ上の有向閉路に対応する．例で示すと，

S 1 = {y ∈ Z4 | y2 − y1 ≤ 3, y3 − y2 ≤ 5, y4 − y3 ≤ 8,

y1 − y4 ≤ 7},
S 2 = {z ∈ Z4 | z1 − z3 ≤ 2, z4 − z1 ≤ 1, z2 − z3 ≤ 3,

z4 − z2 ≤ 5, z3 − z4 ≤ 2}.

で定義される L2 凸集合 S = S 1 + S 2 に対して，
S 1, S 2, S に対応するグラフは図 1 の通りである．
S の不等式表現は

x1 − x3 ≤ 17, x1 − x4 ≤ 11,

x2 − x1 ≤ 9, x2 − x3 ≤ 21, x2 − x4 ≤ 15,

x3 − x1 ≤ 11, x3 − x2 ≤ 12, x3 − x4 ≤ 17,

x4 − x1 ≤ 17, x4 − x2 ≤ 18, x4 − x3 ≤ 11,

x2 + x4 − x1 − x3 ≤ 15

であり，x2 + x4 − x1 − x3 ≤ 15 は混合閉路 C =
(1, 2)1(2, 3)2(3, 4)1(4, 1)2 に対応する．
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1: Graphs for L vex polyhedra

図 1: 例の L2凸集合に対応するグラフ

次に box-TDI [1] に関する結果を述べる．線形
不等式系 Ax ≤ bが完全双対整数性を持つ（TDIで
ある）とは，Aと bの要素が有理数であり，線形
計画問題の双対性
max{w⊤x | Ax ≤ b} = min{y⊤b | y⊤A = w⊤, y ≥ 0}
において，右辺の最小化問題が（その最適値が有
限であるような）任意の整数ベクトル w に対し
て整数最適解 yをもつことと定義される．線形不
等式系 Ax ≤ b が box-TDIであるとは，不等式系
[Ax ≤ b, d ≤ x ≤ c] が任意の有理数（有限値）ベ
クトル cと dに対して TDIであることと定義され
る．box-TDIである不等式系で記述される多面体
は box-TDI多面体と呼ばれる．
定理 2.2. L2凸多面体は box-TDI多面体である. よ
り一般に, L♮2凸多面体は box-TDI多面体である.
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