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1. はじめに
BouchetとCunningham [1]が提案したジャンプ

システムは，デルタマトロイドや双劣モジュラ多
面体の一般化となる概念である．本稿では以下の
ジャンプシステム上の分離凸関数最小化を考える：

(JSC) Minimize f(x) =
∑n

i=1 fi(x(i))

subject to x ∈ J .

ここで，fi : R → Rは凸関数 (i = 1, 2, . . . n)，Jは
ジャンプシステムである．本稿の目的は (JSC)に
対し，現在の解から最適解まで最短距離で解が遷
移する測地線アルゴリズムを構築することである．
本稿では，現在の解 xを x+dに更新することを

繰り返す反復型アルゴリズムにおいて，各反復で
µ(x+ d) = µ(x)− ∥d∥1 (1)

が常に成り立つとき，そのアルゴリズムが測地線
アルゴリズムであると定義する．ここで，µ(x)は
xから最も近い最適解までの L1距離を表す．
2. ジャンプシステムの定義とアルゴリズム
N = {1, 2, . . . , n}とおく．各 i ∈ Nに対し，第 i

成分が 1で他成分が 0の単位ベクトルをχiと表し，
U = {+χi,−χi | i ∈ N}と定義する．x, y ∈ Zn

に対し，∥x − y∥1 = ∥x + s − y∥1 + 1を満たす
s ∈ U の集合を inc(x, y)と書く．整数格子点の集
合 J ⊆ ZN がジャンプシステムであるとは，J が
以下の 2ステップ公理を満たすことをいう．
(2ステップ公理) 任意のx, y ∈ Jとs ∈ inc(x, y)

に対し x+ s /∈ J となるとき，x+ s+ t ∈ J を満
たす t ∈ inc(x+ s, y)が存在する．
ジャンプシステムは穴が空いた領域も表現できる．
n = 2におけるジャンプシステムの例を図1に示す．
本稿で考える問題 (JSC)では，局所最適条件が

大域的最適性を特徴づけることが知られている．
定理 2.1. ([2, Corollary 4.2]) (JSC)の実行可能解
x∗ ∈ J が最適解であるための必要十分条件は，任
意の x∗+ s+ t ∈ J を満たす s, t ∈ U ∪{0}につい
て f(x∗) ≤ f(x∗ + s+ t)が成り立つことである．

図 1: ジャンプシステム J の例 (● が J の要素)

定理 2.1より，現在の解xについて f(x+s+t) <

f(x)かつx+s+t ∈ Jを満たすようなs, t ∈ U∪{0}
を見つけて xを x+ s+ tに更新する，という操作
を繰り返すことで，(JSC)の最適解が得られるこ
とが分かる．安藤ら [2]は単位ベクトル sを貪欲に
選択することで，効率良く最適解を求めるアルゴ
リズムを提案している．
Algorithm 1 JSC-Greedy ([2])

S0 初期解 x0 ∈ J を任意に選び，x := x0とおく．
S1 f(x) = min{f(x+ s+ t) | s, t ∈ U}ならば

xを出力し，アルゴリズムを終了する．
S2 以下の条件を満たす s∗, t∗を選択する．
s∗ ∈ argmin{f(x+ s) | s ∈ U, ∃t ∈ U ∪ {0}
such that x+s+t∈J, f(x+ s+ t) < f(x)}, (2)

x+ s∗ + t∗ ∈ J, f(x+ s∗ + t∗) < f(x). (3)

S3 x := x+ s∗ + t∗として S1へ戻る．
文献 [3]の定理と証明を僅かに修正することで，

アルゴリズムの解析に有用な以下の性質が導ける．
定理 2.2 (cf. [3, Theorem 4.2]). x ∈ J は (JSC)

の非最適解とする．式 (2)を満たす s∗ ∈ U に対しx∗(i) ≤ x(i)− 1 (if s∗ = −χi),

x∗(i) ≥ x(i) + 1 (if s∗ = +χi)

を満たす最適解 x∗ ∈ M∗(x)が存在する．
ただし
M∗(x) = {x∗ ∈ Zn | x∗は ∥x∗ − x∥1 = µ(x)

を満たす (JSC)の最適解 }

である．
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定理 2.2より，t∗ = 0となる反復ではAlgorithm 1

は式 (1)を満たす．しかし，t∗ ̸= 0となる反復では
式 (1)が成立しないことがあるため，Algorithm 1

は測地線アルゴリズムではない．
3. 主結果
本節では Algorithm 1を精緻化することにより

測地線アルゴリズムを構築する．具体的には，S2

における t∗の選択を，x+ s∗ ∈ J であれば t∗ = 0

とし，x+ s∗ /∈ J であれば x+ s∗ + t∗ ∈ J を満た
す t∗ ∈ U を貪欲に選択する．
Algorithm 2 JSC-RefinedGreedy

S0 初期解 x0 ∈ J を任意に選び，x := x0とおく．
S1 f(x) = min{f(x+ s+ t) | s, t ∈ U}ならば

xを出力し，アルゴリズムを終了する．
S2 式 (2)を満たす s∗ ∈ U を選択し，かつ

t∗


= 0 (if x+ s∗ ∈ J),

∈ argmin{f(x+ s∗ + t) | t ∈ U,

x+ s∗ + t ∈ J} (if x+ s∗ /∈ J)

(4)

を満たすように t∗ ∈ U ∪ {0}を選択する．
S3 x := x+ s∗ + t∗として S1へ戻る．
以下では，定理 2.2の主張を強めた定理を示す．

定理 3.1. x ∈ J は (JSC)の非最適解とする．
式 (2), (4)を満たす s∗ ∈ U, t∗ ∈ U ∪ {0}に対し

x∗(i) ≤ x(i)− 1 (if s∗ = −χi, t
∗ = 0),

x∗(i) ≥ x(i) + 1 (if s∗ = +χi, t
∗ = 0),

x∗(i) ≤ x(i)− 2 (if s∗ = t∗ = −χi),

x∗(i) ≥ x(i) + 2 (if s∗ = t∗ = +χi),

x∗(i) ≤ x(i)− 1, x∗(j) ≤ x(j)− 1

(if s∗ = −χi, t
∗ = −χj , i ̸= j),

x∗(i) ≥ x(i) + 1, x∗(j) ≤ x(j)− 1

(if s∗ = +χi, t
∗ = −χj , i ̸= j),

x∗(i) ≥ x(i) + 1, x∗(j) ≥ x(j) + 1

(if s∗ = +χi, t
∗ = +χj , i ̸= j)

を満たす最適解 x∗ ∈ M∗(x)が存在する．
定理 3.1の証明は複雑かつ重要な部分であるが，

紙幅の制約のため本稿では省略する (証明の詳細
は文献 [4]を参照)．定理 3.1より，Algorithm 2の
各反復で式 (1)が常に成り立つ．したがって，Al-

gorithm 2は測地線アルゴリズムである．
4. デルタマトロイド上の最適化への特殊化
集合X,Y について，X∆Y = (X\Y ) ∪ (Y \X)

と定義する．有限集合Nとその部分集合族F ⊆ 2N

について，(N,F)のペアがデルタマトロイドであ
るとは，N,F が以下の公理をみたすことをいう．
(デルタマトロイドの交換公理) 任意のX,Y ∈ F
と任意の i ∈ X∆Y に対しX∆{i} /∈ F となると
き，X∆{i, j} ∈ Fを満たす j ∈ X∆Y が存在する．
本節では，集合N の各要素 iに重み c(i) ∈ Rが与
えられた状況において，デルタマトロイド上の線
形最適化を考える：
(DM) Minimize

∑
i∈F c(i) subject to F ∈ F .

以下では任意のF ⊆ Nについて c(F ) =
∑

i∈F c(i)

と書く．定義より，デルタマトロイドはジャンプ
システムの特殊ケースと見なすことができる [1].

このことから，3節の Algorithm 2を特殊化する
ことで，問題 (DM)に対する以下の測地線アルゴ
リズムが得られる．
Algorithm 3 DM-RefinedGreedy

S0 初期解F0 ∈Fを任意に選び，F := F0とおく．
S1 c(F ) ≤ min{c(F∆{i, j}) | i, j ∈ N}ならば

F を出力し，アルゴリズムを終了する．
S2 以下の条件を満たす i∗, j∗を選択する．
i∗ ∈ argmin{c(F∆{i}) | i ∈ N, ∃j ∈ N

such that F∆{i, j} ∈ F , c(F∆{i, j}) < c(F )},

j∗


= i∗ (if F∆{i∗} ∈ F),

∈ argmin{c(F∆{i∗, j}) | j ∈ N \ {i∗},
F∆{i∗, j} ∈ F} (if F∆{i∗} /∈ F).

S3 F := F∆{i∗, j∗}として S1へ戻る．
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