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1. 研究の背景，目的
津波などの自然災害に対する避難計画を策定する上

で，すべての住民が避難を完了するために必要な最小
時間 (最速避難時間)を見積もることは重要である．こ
のことを一つの動機として，時間に対する避難者の動き
を考慮できる動的フローネットワークを用いた研究が
行われている [1, 2, 3, 5, 7, 8]．動的フローネットワーク
とは，辺に容量と移動時間 (辺を端から端まで移動する
のにかかる時間)，供給点と呼ばれる頂点に避難者数を
表す供給量，需要点と呼ばれる頂点に避難施設の収容可
能人数を表す需要量が与えられたネットワークである．
需要点が一つである動的フローネットワークにおいて，
最速避難時間と避難者の逃げ方に対応する動的フロー
を求める問題を最速避難問題と呼び，Õ(m2k5+nm2k)時
間で解くアルゴリズムが知られている [2, 7, 8]．特に，
最速避難時間のみであれば Õ(m2k4 + nm2k)時間で計算
できることが知られている [7, 8]．ここで，nは頂点の
数，mは辺の数，k は供給点と需要点を合わせた数を
表す．Õは Big O記法から対数因子を無視したもので
ある．
これらのアルゴリズム [2, 7, 8]の計算時間が高次多

項式時間であるのは，計算に時間がかかる劣モジュラ
関数最小化アルゴリズムをサブルーチンとして用いる
ためである．一方，Kamiyamaら [3]やMamadaら [5]
はネットワークの形を限定することにより，劣モジュラ
関数最小化アルゴリズムをサブルーチンとして用いな
いアルゴリズムを提案している．
特に，Kamiyamaら [3]が対象としたグリッドネット

ワークは，現実の道路網の形状の良い近似になってい
るため，重要なネットワーククラスであると言える [9]．
Kamiyamaら [3]は，図 1(a)のような辺の容量と移動時
間が一定かつ避難者が避難施設への最短路しか通れな
いように辺が向きづけられたグリッドネットワークに
対して，O(n log n) 時間アルゴリズムを提案している．
本稿では，図 1(b)のような頂点間に双方向の有向辺を
持つグリッドネットワークを対象とし，最速避難時間
を求める問題を考える．このネットワークはKamiyama
ら [3]のネットワークから辺の向きに関する制約を外し
たものであり，各避難者による最短路以外の路を用い

た避難も表現することができる．我々の問題に対して，
既存のアルゴリズム [7, 8]を適用すると最速避難時間
は Õ(n6)時間で計算できるが，本稿では劣モジュラ関
数最小化アルゴリズムをサブルーチンとして用いない
O(n3 log2 n)時間アルゴリズムを提案する.

(a)最短路のみを使用可能な
グリッドネットワーク

(b)最短路以外も使用可能
な双方向グリッドネット
ワーク

図 1: 二種類のグリッドネットワーク．黒丸が供給点，白丸が
需要点を表す．

2. 準備
2.1. 問題のモデル
本問題ではグリッド状の動的フローネットワークG =

(G = (V, E), u, τ, S = S + ∪ {s−})と供給量関数 w : S + →
R+ が与えられる．ここで R+ は非負の実数の集合を表
す．G は図 1(b) のように平面上にある N × N 個の頂
点からなる双方向グリッドグラフであり，n = N2 とす
る．すべての辺の移動時間，容量は一定であり，各辺
の移動時間を τ，容量を uとし，u，τは正の実数とす
る．グラフ上の需要点は唯一であるとし，s−と表す．ま
た，s−以外のすべての頂点を供給点とし，その集合を
S + := V\{s−}と表す．s ∈ S + に対して，w(s)は sにお
ける避難者数である供給量を表す 0以上の実数とする．
また，供給点集合 A ⊆ S +に対して，w(A) :=

∑
s∈A w(s)

と定義する．
任意の辺 e ∈ E と時刻 θ ∈ R+ に対して，動的フロー

f (e, θ)は時刻 θに辺 eに入る流量を表す． f が実行可能
な動的フローであるとは任意の時刻 θと辺 eにおいて
f (e, θ)が 0以上，辺 eの容量以下であり，フロー保存
則を満たすことである．最速避難時間 T ∗とは時刻 0か
ら T 以内に各供給点から供給量と同じ量が出て，需要
点に入る実行可能な動的フローが存在するような時刻
T の最小値である．
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本稿ではグリッドネットワーク G，および供給量関
数 wに対して，最速避難時間を求める問題を考え，以
下の定理を示す．

定理 2.1 グリッドネットワーク G，および供給量関数
wに対して，最速避難時間 T ∗ は O(n3 log2 n)時間で得
られる．

2.2. 最大動的フローと最速避難時間
需要点が一つである動的フローネットワークN にお

いて，任意の供給点集合 A ⊆ S +に対して，最大動的フ
ロー oT (A)は時刻 0から T 以内に Aから需要点 s− へ
送ることができる動的フローの量の最大値を表す．こ
のとき，Aの各供給点から出るフローの量に制限がな
いことに注意する．最速避難時間に関する定理として，
Klinzの定理 [4]が知られている．

定理 2.2 (Klinzの定理 [4]) 動的フローネットワークN，
供給量関数 w，時刻 T に対して，時刻 0から T 以内に
各供給点の供給量を満たす実行可能な動的フローが存
在する必要十分条件は

min{oT (A) − w(A) | A ⊆ S +} ≥ 0 (1)

が成り立つことである．

定理 2.2より，最速避難時間 T ∗ は式 (1)を満たす最
小の T である．動的フローネットワーク N において，
供給点集合 A ⊆ S +の最小必要時間 θ(A)を oθ(A) = w(A)
を満たす θとする．定理 2.2と oT (A)が T に対して単
調非減少であることより，以下の系が成り立つ．

系 2.1 動的フローネットワークN，供給量関数 wに対
して，

T ∗ = max{θ(A) | A ⊆ S +}

である．

以下では，T ∗ = θ(A)が成り立つ供給点集合 Aを臨界
供給点集合と呼び，A∗ と表す．

3. アルゴリズム
本章ではグリッドネットワーク Gと供給量関数 wに
対して，最速避難時間を求めるアルゴリズムについて
述べる．系 2.1より，供給点集合の冪集合の全ての要素
に対して，最小必要時間 θ(A)を計算し，その中の最大
値を求めることにより最速避難時間 T ∗が得られる．対
して我々は，対象ネットワークの性質を用いて A∗ ∈ A，
|A| = O(n2)を満たす供給点集合の族Aの存在およびそ
の効率的な計算方法を示すことで，全体の計算時間を
短縮した．Aについて以下の補題が成り立つ．
補題 3.1 グリッドネットワーク G，供給量関数 wに対
して，A∗ ∈ A，|A| = O(n2)を満たす供給点集合の族A
は O(n3 log2 n)時間で得られる．

系 2.1と補題 3.1より，最速避難時間 T ∗ は以下のア
ルゴリズムで求まる．

Algorithm 1最速避難時間 T ∗ を求めるアルゴリズム

入力 : G,w
出力 : T ∗

1: A∗ ∈ A，|A| = O(n2)を満たす供給点集合の族Aを
得る．

2: Aのすべての供給点集合 Aに対して最小必要時間
θ(A)を求める．

3: 得られた最小必要時間の中で最大の値を出力する．

アルゴリズム 1の 2行目において，Sahoら [6]のア
ルゴリズムを用いると，任意の供給点集合 A ⊆ S +に対
して，最小必要時間 θ(A)は O(n3 log2 n)時間で得られ
るが，対象ネットワークにおいて，需要点 s−の入次数
が 4であることと辺の容量が一定であることを用いる
と，以下の補題を得る．

補題 3.2 グリッドネットワーク G，供給量関数 wが与
えられたとき，任意の供給点集合 A ⊆ S +に対して，最
小必要時間 θ(A)は O(n log2 n)時間で得られる．
補題 3.1より，アルゴリズム 1の 1行目はO(n3 log2 n)
時間で実行できる．2行目は，O(n2)個の A ∈ Aに対
して，最小必要時間 θ(A)を求めているので，補題 3.2
より，O(n3 log2 n)時間で実行できる．よって，定理 2.1
を得る．
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