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1. はじめに
ネットワーク上のコミュニティ検出とは，ネット

ワークをまとまりらしい構造に分割する操作であり，
実社会で様々な応用をもつ.

コミュニティ検出に対しては,様々な最適化モデル
が知られている. そこで用いられる評価関数の中で
最もよく知られているものがNewmanとGirvan [3]

により提案されたモジュラリティであるが, その欠
点の一部を克服する形で Li ら [2] によりモジュラ
リティ密度が提案された. ここで, G = (V,E) を
無向グラフとし, 頂点部分集合 S ⊆ V に対して，
E(S) = {{u, v} ∈ E | u, v ∈ S}, E(S, V \ S) =

{{u, v}∈ E | u ∈ S, v /∈ S}を用意すると, モジュ
ラリティ密度はグラフの頂点集合 V の分割 C に対
して

D(C) =
∑
C∈C

2|E(C)| − |E(C, V \ C)|
|C|

と定義される. モジュラリティ密度最大化問題に対
しては, いくつかの厳密解法と数々の発見的解法が
考案されてきた. 一方で, その計算困難性はこれま
で未解明であった.

本研究では, 密グラフ抽出の技法を取り入れた高
速な列生成法を設計した. 列生成法の設計では，補
助問題と呼ばれる最適化問題に対する解法設計が鍵
となるが，その目的関数の形から密グラフ抽出問題
というネットワーク解析において重要な別の問題と
して捉えることが可能である. 密グラフ抽出に対し
てよく知られた解法設計の戦略として貪欲ピーリン
グがある. そこで提案解法の設計では,貪欲ピーリン
グを用いることで, 補助問題に対する高速な発見的
解法を導入した．さらに，列生成法では補助問題を
厳密に解く必要があるため，その計算コストを削減
するための再定式化も行なった．現実のネットワー
クデータを用いた数値実験では, 提案解法がサイズ
の大きいグラフにおいて優位であることが示された.

また, 本研究では, 列生成法の設計に加え, 計算困
難性の解析も行なった. 具体的には, モジュラリティ
密度最大化問題の変種がNP困難であることを示し

た. また, 列生成法における補助問題が NP困難で
あることも示した.

2. 一般的な列生成法のアルゴリズム
指数個の変数を持つ大規模線形計画問題（主問題）
に厳密解を与えるアルゴリズムとして列生成法が知
られている. 列生成法では以下の手順に従って主問
題の厳密解を出力する. まず, 主問題の双対問題（指
数個の制約式を持つ）を用意する. 双対問題の制
約式のうち一部のみを考慮した小さいサイズの問題
(RDP)を解き, 暫定的に得られた最適解 λ∗ の元の
双対問題における実行可能性を補助問題を解くこと
により判定する. ここで補助問題とは, 目的関数を
λ∗ による双対問題の制約式の違反度合と設定した
問題を指す. 違反制約が発見された場合には, その
制約式を (RDP)に追加し, 同様のステップを繰り返
す. 違反制約が 1本も発見されなくなったら反復を
終了し, λ∗を出力する. 出力された解は元の双対問
題の実行可能解となっているので, 最適性が保証さ
れる.

列生成法は反復計算回数が大きくなりやすく, ま
た補助問題１回あたりの計算コストも小さくないこ
とから, 収束が遅い側面がある. そこで, 補助問題を
解く手前で発見的に違反制約を探索するステップを
加えるのが一般的である.

3. 提案解法：高速な列生成法の設計
本研究ではモジュラリティ密度最大化問題を大規
模整数計画問題として定式化した後, 連続緩和を施
した問題を主問題と設定する.

そして, 以下の補助問題 (1)を密グラフ抽出問題
として捉え直し, 貪欲ピーリングを適用する.

maximize
2|E(S)| − |E(S, V \ S)|

|S|
−

∑
v∈S

λ∗
v

subject to S ∈ S. (1)

貪欲ピーリングとは，密グラフ抽出問題に対する解
法設計の戦略であり, グラフの頂点集合 V から開始
して順次最も貢献していない頂点を除いていく貪欲
アルゴリズムである. 貢献の大小を測る指標として,
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表 1: 実験結果

ID (|V |, |E|) [1] [4] Ours

1 (24,38) 5.9±0.3 0.4 0.3

2 (34,78) 43.7±1.9 0.7 2.4

3 (62,159) 3261.4±316.5 16.4 42.8

4 (77,254) 13294.0±1991.1 57.9 119.7

5 (105,441) > 86400 365.4 1886.3

6 (112,425) > 86400 > 86400 5681.1

7 (115,613) > 86400 70195.1 5860.8

8 (198,2742) > 86400 > 86400 > 86400

補助問題の目的関数を f1(S)/|S| = Σv∈Sf2(v)/|S|
と表した時の f1(S), f2(v)を用いて, 以下の 2種類

寄与 : f2(v)

差分 : f1(S)− f1(S \ {v})

のそれぞれに重みづけを施したものを利用する.

さらに, 補助問題を厳密に解く際には, 目的関数
の分母 |S|を定数 kで固定した問題

maximize
2|E(S)| − |E(S, V \ S)| − |S|

∑
v∈S λ∗

v

k

を各 k = 1, . . . , |V |に対し解くよう改変を施す. こ
れにより各反復につき |V |個の最適化問題を解く必
要性が出てくるが, 非線形な整数計画問題を線形な
整数計画問題に等価に改変してから解くので, 数理
計画ソルバーでより高速に解くことが可能である.

加えて最適解が |V |個得られることとなり, 多様な
違反制約を一度の反復計算の間に発見しやすくなっ
ている.

4. 数値実験
紙面の都合上一部のみを報告する. インスタンス

は 8種類の実際のネットワークデータを利用した.

実験結果を表 1に示す. 表中の数字は列生成アルゴ
リズムを用いて最適解を得るまでの計算時間（秒）
を示している. ただし CGII+ILS [1]と Oursは主
問題の最適解を, Sato and Izunaga [4]は緩和前の
モジュラリティ密度最大化問題の最適解を出力する
ことに留意されたい. また, CGII+ILS [1]の結果は
ランダムネスを含んでいるので, 5 回の試行の平均
±標準偏差を記載した. 提案解法は比較的サイズが
大きいインスタンスに対し有効性が認められた. 特
に先行研究において 24時間の時間制限超過により
最適解を求めることが出来ていなかったインスタン
スに対し, 2時間未満の計算時間で最適解を得た.

5. 計算困難性の解析
5.1. モジュラリティ密度最大化問題の困

難性
モジュラリティ密度最大化問題のNP困難性につ
いては, Liら [2]をはじめ複数の文献で言及されて
きたが, その根拠は与えられてこなかった. モジュラ
リティ密度最大化問題はその定式化から十分密度の
高いグラフに対しては分割をしない解（頂点全体）
を出力する. 本研究では，その自明な解を除外した
問題を考え, 以下の定理を示した.

定理 1. 自明な解 (|C| = 1)を除外したモジュラリ
ティ密度最大化問題

maximize D(C)

subject to |C| ≥ 2

は正則グラフ上に限っても NP困難である.

NP困難だと知られている 3-正則グラフ上の最大
カット問題を帰着することで示した.

5.2. 補助問題の困難性
続いて, 列生成法で現れる補助問題の困難性を報
告する. ここでは λ = (λv)v∈V は問題の入力として
与えられるものとする.

定理 2. 列生成法の補助問題

maximize
2|E(S)| − |E(S, V \ S)|

|S|
−

∑
v∈S

λv

subject to S ⊆ V

は λv > 0 (∀v ∈ V ), (n− 4)-正則グラフ上に限って
も NP困難である.

NP困難だと知られている (n − 4)-正則グラフ上
の最大クリーク問題を帰着することで示した.
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