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1 はじめに
グラフぺブリングでは, グラフとそのグラフの頂点に

対するペブル (小石) の配置に対し, ぺブリングムーブ
という操作を繰り返すことでペブルを動かし目標の頂点
へと運んでいく. 任意の頂点へペブルを運ぶことが可能
となる配置が存在する最小のペブルの数を最適ぺブリン
グ数, 任意の頂点へ m個のペブルを運ぶ場合での最小
のぺブル数を m最適ぺブリング数と呼び, 様々なグラ
フについて研究されている [1, 2, 3].

文献 [2]では, 階段状のグラフの最適ぺブリング数を
求める過程で, パスの 2最適ぺブリング数を利用して下
界を示している. このように, 複雑なグラフの最適ペブ
リング数を示すために, より簡単なグラフの m最適ペ
ブリング数が利用されることがある. パスについては,

1最適ぺブリング数と 2最適ぺブリング数がすでに知ら
れているが, 本稿では, 3以上のmに対するパスのm最
適ぺブリング数について述べる.

2 準備
無向グラフ G = (V,E)に対し, 各頂点に置かれたペ
ブルの数を表す関数 D : V → Zを配置と呼ぶ. ぺブリ
ングムーブでは, 2つ以上のペブルを持つ頂点 v から 2

つのぺブルを取り除くことで, v の任意の隣接頂点 1つ
にぺブルを 1つ加えることができる.

グラフ G における配置 D と, ある頂点 r について,

ぺブリングムーブを任意の回数 (0回も可) 行った後に
r にペブルを持たせることが出来る場合, r は配置 D に
おいて到達可能であるという (図 1).

図 1: rが到達可能な例 (左)と到達不可能な例 (右)

すべての頂点が到達可能である配置が 1つでも存在
するような最小のぺブルの個数 k を最適ぺブリング数
といい, π(G) = k と表す. また, すべての頂点で m 個
以上のぺブルが到達可能となる配置が 1つでも存在す
るような最小のぺブル数 k を m 最適ぺブリング数とい
い, πm(G) = k と表す.

頂点数 nのパス Pnのm最適ぺブリング数について,

以下の定理が知られている.

定理 2.1 (Bunde et al. [1]). π(Pn) = ⌈2n/3⌉.

定理 2.2 (Bunde et al. [1]). π2(Pn) = n+ 1.

3 本論
以下では, パスの m最適ぺブリング数が次のように
与えられることを示す.

定理 3.1. m = 3k+ r ≥ 2 (k ≥ 0, r ∈ {0, 1, 2})のとき,

π3k+r(Pn) =


⌊ 1
2n+ 1⌋+ k(n+ 2) (r = 1),

n+ 1 + k(n+ 2) (r = 2),

k(n+ 2) (r = 0).

(1)

3.1 上界
まずは上界を得るため, それぞれの rの場合における
具体的な最適配置を 1つ与える.

補題 3.2. 式 (1)の右辺を達成する配置が存在する．

証明. r = 0のときは, 図 2のように (2k, k, k, . . . , k, 2k)

と配置すればよく, π3k(Pn) ≤ k(n+ 2)である.

図 2: パスの 3k最適配置
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r = 2のとき, 定理 2.2と r = 0の配置を組み合わせる
ことで, π3k+2(Pn) ≤ π2(Pn)+π3k(Pn) ≤ n+1+k(n+2)

を得る.

r = 1のとき, m = 4の配置として, nが奇数のときは
(2, 3, 0, 3, 0, . . . , 0, 3, 2), 偶数のときはこれの端点にペブ
ルを 2個持つ頂点を追加したものを考えると, いずれも
4到達可能である. このときのペブルの数は ⌊ 3

2n+3⌋ =
⌊ 1
2n+ 1⌋+ (n+ 2)であり, r = 2のときと同様にして,

π3k+1(Pn) ≤ ⌊ 1
2n+ 1⌋+ k(n+ 2)を得る.

3.2 下界
まず, m到達可能であるために必要なペブルの数を求

める線形計画緩和問題を考え, 双対性を利用することで
以下の補題を示せる.

補題 3.3. パス Pnのm最適ぺブリング数 πm(Pn)につ
いて, πm(Pn) ≥ n+2

3 m.

補題 3.2と補題 3.3より, r = 0のときに上下界が一
致しており, この場合には成り立つことが証明できた.

次に, r = 1, 2 の場合の最適ペブリング数を求め
る. よりよい下界を得るために, 3 最適配置 D3 =

(2, 1, 1, . . . , 1, 2)を取り除くことで m = 5, 8, 11, . . . の
場合ではm = 2に, m = 7, 10, 13, . . . の場合ではm = 4

に帰着できることを示す. 3最適配置D3では, 各頂点に
3個のペブルを到達させるためにすべてのペブルを使い
果たすことから, 以下の補題が示せる.

補題 3.4. πm(Pn)のペブル配置から 3最適配置 D3 を
取り除けるとき, πm(Pn) = πm−3(Pn) + π3(Pn).

補題 3.4を用いるために, 平滑化を利用してm ≥ 5に
おいてD3を取り除くことができる最適配置が存在する
ことを示す. 平滑化とは, ぺブルの配置において多くの
ぺブルを持つ頂点からぺブルの少ない頂点へ移し替える
作業である. 平滑化により, 最適配置においてぺブルが
0個の頂点に到達可能性を損なわずにぺブルを移し替え
ることが可能であることを示せる.

補題 3.5. m ≥ 5のとき, 両端点に 2個以上, それ以外の
頂点に 1個以上のぺブルがあるm最適配置が存在する.

m = 2では定理 2.2のとおりなので,補題 3.4, 3.5より

π3k+2(Pn) = π2(Pn) + kπ3(Pn) = (n+ 1) + k(n+ 2).

これは, 定理 3.1における r = 2の場合と合致している.

最後にm = 4における最適ぺブリング数を示す.

補題 3.6. π4(Pn) = ⌊ 3
2n+ 3⌋

この補題の証明においても 3最適配置D3を取り除く
ことを考えるが, 補題 3.5はm ≥ 5の場合でしか成り立
たない. そこで, 1

2 個のペブル移動を許容する緩和問題
について考える. この問題におけるm最適ぺブリング
数を π′

m(G)とすると, πm(G) ≥ π′
m(G)が成り立つ. こ

の問題について補題 3.5を拡張させると次の補題が成り
立つ.

補題 3.7. 1
2 個のペブル移動を許容する問題において,

m = 4のとき, 両端点に 2個以上, それ以外の頂点に 1

個以上のぺブルがあるm最適配置が存在する.

1
2 個のペブル移動を利用することで, この補題も補題

3.5と同様の手順で示すことができる. したがって, 緩
和問題における 1最適に帰着することができたので, 以
下の補題を示すことでm = 4の下界を得る.

補題 3.8. π′
1(Pn) = ⌊ 1

2n+ 1⌋

補題 3.8より,

π′
4(Pn) = π′(Pn) + kπ3(Pn)

=

⌊
1

2
n+ 1

⌋
+ n+ 2.

π′
4(Pn) ≤ π4(Pn) であり, 補題 3.2 より, π4(Pn) =

⌊ 3
2n+ 3⌋となる. したがって,

π3k+1(Pn) = π4(Pn) + (k − 1)π3(Pn)

=

⌊
1

2
n+ 1

⌋
+ k(n+ 2).

以上より, 定理 3.1が示せた.
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