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ヘッセ行列の対角成分を用いた
ニュートン型近接勾配法

柳下　翔太郎

近接勾配法は，統計，機械学習，信号処理などの分野において現れる非平滑最適化問題を解くための代表的な
アルゴリズムである．近接勾配法は目的関数の滑らかな項の一次近似までしか考慮しないが，近年，二次近似ま
で考えるニュートン型近接勾配法が注目を浴びている．ニュートン型近接勾配法は二次近似まで考慮することで
近接勾配法よりも反復回数を減らすことができる傾向にあるが，一般にはその部分問題を解くための計算コスト
は近接勾配法のそれよりも高くなる．本稿では，部分問題を解くための計算コストを抑え，特定の状況下で近接
勾配法を優越することが理論的に示唆されるニュートン型近接勾配法を紹介する．
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1. はじめに

本稿では，以下の最適化問題を解くためのアルゴリ
ズムについて考える：

minimize
x∈Rn

F (x) := f(x) + g(x). (1)

ここで，f : R
n → R は二階連続的微分可能関数，

g : Rn → (−∞,∞]は下半連続かつ方向微分可能な関
数で dom g := {x ∈ R

n | g(x) < ∞} �= ∅ であると
し，F が下に有界であるとする．問題 (1)のような最
適化問題は統計，機械学習，信号処理などの分野にお
いて頻繁に現れる．γ > 0, g(x) = γ‖x‖1 として解に
スパース性を誘導する定式化はその典型例であり1，多
くの場合，g は非平滑な関数である．問題 (1)は大規
模であることが多いため，この問題を効率的に解くた
めのアルゴリズムの研究が盛んに行われている．
近接勾配法2は問題 (1)を解くためのアルゴリズムと

して，最もよく知られたものの一つである．Lt > 0を
ステップサイズの逆数として，近接勾配法は

xt+1 ∈ proxg/Lt

(
xt − 1

Lt
∇f(xt)

)

= argmin
y∈Rn

{
f(xt) +∇f(xt)�(y − xt)

+
Lt

2
‖y − xt‖22 + g(y)

} (2)

によって点列を生成する．ただし，

proxh(x) := argmin
y

{
h(y) +

1

2
‖y − x‖22

}
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は近接写像と呼ばれる集合値写像である．すなわち近
接勾配法は，滑らかな関数 f を一次近似し二次の正則
化項を加えた部分問題を繰り返し解く反復法である．
g(x) = γ‖x‖1などの一部の gに関しては，その近接写
像を陽に計算できるため，近接勾配法の各反復を効率
的に実行することができる．特に，非凸な g であって
も変数分離可能であれば，式 (2)は変数ごとの最適化問
題を考えればよいため，効率的に各反復を実行できる
場合がある．少なくない g に対して近接勾配法の各反
復が効率的に実行できる一方で，近接勾配法ではあく
まで f の一次の情報までしか用いていないため，悪条
件の問題に対してはアルゴリズムが収束するまでに必
要な反復回数が多くなってしまうことがしばしばある．
ニュートン型近接勾配法 [2–5]は，そのような問題

点に対処しうるアルゴリズムとして近年注目を集めて
いる．ニュートン型近接勾配法は，f の xt における
ヘッセ行列またはその近似行列である正定値行列を Bt

として

zt ∈ proxBt
g

(
xt −B−1

t ∇f(xt)
)

= argmin
y∈Rn

{
f(xt) +∇f(xt)�(y − xt)

+
1

2
‖y − xt‖2Bt

+ g(y)
} (3)

とし，適切な λt ∈ (0, 1]を用いて

xt+1 = λtz
t + (1− λt)x

t

とすることで点列の更新を行う．ただし，

proxAh (x) := argmin
y

{
h(y) +

1

2
‖y − x‖2A

}

1 ‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|p)
1
p は �p ノルムを表す．

2 たとえば，文献 [1] を参照されたい．
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は重み付き近接写像と呼ばれる集合値写像で，‖x‖A =√
x�Axである．ニュートン型近接勾配法は f の二次
の情報を用いるため，通常の近接勾配法と比べて反復
回数を減らすことができる傾向にある．しかし一般に
は，g が変数分離可能であっても部分問題 (3)は変数
ごとの最適化問題にはならないため，各反復で部分問
題を効率よく解くことは難しい． Becker et al. [6]は
凸である g と特定の Bt に対して，部分問題 (3)が低
次元の方程式を解くことに帰着されることを示したが，
g が非凸である場合には適用できない．
このような問題意識から近年，Btを対角行列に制限

したニュートン型近接勾配法が提案された [7, 8]．こ
の方法は，f の二次の情報を通常の近接勾配法よりも
取り入れることができる一方で，g が変数分離可能で
あれば (3)は変数ごとの最適化問題に帰着されるため，
各反復での部分問題は通常の近接勾配法と同程度に簡
単になるという利点を有する．文献 [7, 8] において，
対角行列を用いたニュートン型近接勾配法の通常の近
接勾配法に対する優位性が数値実験により示された一
方で，その優位性を示唆する理論的な結果は与えられ
ていなかった．
本稿では，著者らが文献 [9]において提案した近接

対角ニュートン法を紹介する．近接対角ニュートン法
は，ヘッセ行列の対角成分のみを用いたニュートン型
近接勾配法で，その収束解析の結果から，特定の状況
下での近接勾配法に対する優位性が示唆される．紹介
する命題の証明や数値実験の結果については紙面の都
合上割愛するので，文献 [9]を参照していただきたい．

2. 近接対角ニュートン法

以降では，f のヘッセ行列の対角成分は正であると
する．近接対角ニュートン法は，x0 ∈ dom g, η > 1,

Dt = diag(∇2f(xt))を∇2f(xt)の対角成分のみを取
り出した行列として

xt+1 ∈ proxηkDt
g

(
xt − (ηkDt)

−1∇f(xt)
)

(4)

によって点列を生成する．ただし，β > 0として許容
条件

f(xt+1) ≤ f(xt) +∇f(xt)�(xt+1 − xt) (5)

+
β

2
‖xt+1 − xt‖2ηkDt

を満たす最小の k を選択するといった直線探索を用
いる．近接対角ニュートン法のアルゴリズムを Algo-

rithm 1にまとめる．

Algorithm 1問題 (1)に対する近接対角ニュートン法
Input: x0 ∈ dom g, η > 1, β > 0, t = 0.
repeat

Ht = diag(∇2f(xt)) を計算する．
xt+1 ∈ proxHt

g

(
xt −H−1

t ∇f(xt)
)
を求める．

while f(xt+1) > f(xt) + ∇f(xt)�(xt+1 − xt) +
β
2
‖xt+1 − xt‖2Ht

do

Ht ← ηHt と更新する．
xt+1 ∈ proxHt

g

(
xt −H−1

t ∇f(xt)
)
を求める．

end while
t← t+ 1 と更新する．

until 適当な停止条件を満たす．

f の二階連続的微分可能性やヘッセ行列の対角成分
に対する仮定は通常の近接勾配法には課されないもの
であり，近接対角ニュートン法を適用できる問題の範囲
は，近接勾配法のそれよりも限られていることに注意し
ておく．しかし，近接対角ニュートン法の適用範囲に
は十分多くの応用上重要な問題が含まれている．たと
えば，f が強凸な二階連続的微分可能関数であれば適用
可能である．また，線形回帰の文脈でスパース正則化付
き最小二乗法の問題を，すなわち f(x) = 1

2
‖b−Ax‖22

のときを考えてみる．ここで，Aの j 番目の列ベクト
ル aj は j番目の説明変数ベクトルを表している．この
f は一般には強凸関数にはならないが，以下のように
して適用可能であることがわかる．f のヘッセ行列の
j 番目の対角成分は a�

j aj ≥ 0であるので，aj = 0と
なる j が存在する場合に限って仮定が満たされないと
いうことがわかる．これはすべての標本に対して 0と
いう値をとる説明変数が存在するということであり，
そのような説明変数は線形回帰においては意味がない
ので，初めから取り除いておけばよい．つまり，一般
性を失わず f のヘッセ行列の対角成分は正であるとし
てよい．
近接対角ニュートン法は対角行列を用いるため，各

反復で式 (4)の対角重み付き近接写像を効率的に計算
することができる．たとえば，g が �1 ノルム，非負
制約の標示関数，単体制約の標示関数などであるとき
の対角重み付き近接写像は Park et al. [10] で与えら
れている．また，g が非凸関数であっても変数分離可
能であれば，対角重み付き近接写像が陽に求まること
も多い．g が変数分離可能でない非凸関数であっても
その対角重み付き近接写像が陽に求まることがある．
K ∈ {1, . . . , n−1}として，刈込 �1ノルム [11, 12]は

TK(x) := min
Λ⊂{1,...,n}
|Λ|=n−K

∑
i∈Λ

|xi|

のように定義される変数分離可能でない非凸関数で，
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非ゼロ要素数制約
|{i ∈ {1, . . . , n} | xi �= 0}| ≤ K

の正確なペナルティ関数である [13, 14]．刈込 �1 ノル
ムの対角重み付き近接写像は以下のように与えられる．

命題 1. γ > 0, x ∈ R
n, D を対角成分が正である

対角行列とする．I を，任意の i ∈ I, j /∈ I に対して
φ(xi, di) ≤ φ(xj , dj)が成立する |I | = n−K を満た
す集合 I ⊂ {1, . . . , n}をすべて集めた集合とする．た
だし，

φ(xi, di) =

⎧⎨
⎩

di
2
x2
i (|xi| ≤ γ

di
)

γ|xi| − γ2

2di
(|xi| > γ

di
)

で，di は D の i 番目の対角成分を表す．このとき
proxDγTK

(x)は，ある I ∈ I に対して

x∗
i =

⎧⎨
⎩
S γ

di
(xi) (i ∈ I)

xi (i /∈ I)

となる x∗ をすべて集めた集合である．ここで，

Sc(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ξ − c (ξ > c)

0 (−c ≤ ξ ≤ c)

ξ + c (ξ < −c)

である．

命題 1より，φ(xi, di)を計算し，その中でK番目に大
きい値を求めれば，刈込 �1ノルムの対角重み付き近接写
像の一点を計算することができるということがわかる．

3. 近接対角ニュートン法の収束性

以降の収束性の解析においてはさらに，diag(∇2f)

が一様に正定値であることを仮定する．つまり，ある
正の定数 m が存在して，任意の x ∈ dom g に対して
diag(∇2f(x)) − mI が半正定値であるとする．ここ
で，I は単位行列である．近接対角ニュートン法の大
域的収束性については以下のように与えられる．

定理 1. ∇f がリプシッツ連続であることを仮定し，
0 < β < 1, {xt}∞t=0 を Algorithm 1から生成された
点列とする．このとき，{xt}∞t=0 の任意の集積点は問
題 (1) の方向停留点3である． さらに，もし {xt}∞t=0

3 F ′(x∗; d) := limη↘0
F (x∗+ηd)−F (x∗)

η
≥ 0 が任意の方

向 d に対して成立するとき，x∗ ∈ dom g を問題 (1) の方向
停留点であるという．方向停留点であることは局所最適解で
あることの必要条件である．

が有界であれば，limt→∞ dist(xt,X ∗) = 0 が成立す
る4．ここで，X ∗ は問題 (1)の方向停留点をすべて集
めた集合である．もし g が凸であれば，上記の結果は
1 ≤ β < 2に対しても成立する．

大域的収束性以外にも，g に対する凸性などの適当
な仮定のもとで劣一次収束性などを示すことができる．
しかしながら，それらは通常の近接勾配法に対しても
示すことができるため，近接対角ニュートン法特有の
ものではない．以下で述べる二次収束性は，近接勾配
法にはない性質である．

定理 2. 1 < β < 2, {xt}∞t=0 を Algorithm 1 から
生成された点列とし f(x) =

∑n
i=1 fi(xi) とする．た

だし，fi : R → Rである．f がm-強凸，∇f と ∇2f

がリプシッツ連続，g が凸であることを仮定する．こ
のとき，{xt}∞t=0 は問題 (1)の一意な大域的最適解 x∗

に収束し，その収束は二次収束である．つまり，ある
C > 0が存在して

‖xt+1 − x∗‖2 ≤ C‖xt − x∗‖22
が成立する．

Li et al. [15]が平滑な無制約最適化問題（つまり，問
題 (1)で g = 0の場合）に対して提案した対角 BFGS

法は，定理 2 と同様の f の変数分離可能性の仮定の
もとで，局所超一次収束性を有する．一方，近接対角
ニュートン法は g �= 0であってもよく，加えて大域的
な二次収束性を備えている．大雑把に定理 2を解釈す
れば，f のヘッセ行列が対角行列に近ければ，近接対角
ニュートン法は有効であるように思える．しかしなが
ら，定理 2は f の完全な変数分離可能性を仮定してい
るため，それは拡大解釈のようにも思える．狭義凸二
次関数に対する一次収束性について考えることで，上
記の解釈が的外れでなかったことがわかる．

定理 3. 0 < β ≤ 1, {xt}∞t=0 を Algorithm 1から生
成された点列，f(x) = 1

2
x�Ax+ b�x, D = diag(A)

とする．ただし，Aは正定値行列である．g が凸関数
であると仮定し，x∗を問題 (1)の一意な大域的最適解
とする．このとき，

F (xt)− F (x∗) ≤ ητ

2

(
1− σ

ητ

)t

‖x0 − x∗‖2D

4 dist(x,X ) = infy∈X ‖y− x‖2 は点 xと集合 X の距離を
表す．
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図 1 内接または外接する円と楕円

が成立する．ここで，

σ = inf
v 
=0

v�Av

v�Dv
, τ = sup

v 
=0

v�Av

v�Dv
,

η = max{ 1
τ
, η
β
} ≥ 1である．

σ
ητ
が大きければ大きいほど，収束が速いというこ

とに注意しておく．η は直線探索を行っている都合で
出てきてしまう定数であるので， σ

τ
について考える．

明らかに σ
τ
≤ 1 であり，A が対角行列であることと

σ
τ
= 1 であることが同値であるため，σ

τ
は A が対角

行列に近いかどうかを表す指標と解釈することができ
る．つまり，Aが対角行列に近ければ近いほど速い収
束が期待できるということを定理 3は示唆する．
一方で近接勾配法の一次収束性は，λmax, λmin をそ

れぞれ Aの最大固有値，最小固有値として，

F (xt)− F (x∗)

≤ η̂λmax

2

(
1− λmin

η̂λmax

)t

‖x0 − x∗‖22

のように与えられる [16](Theorem 10.29)．ただし，
η̂ ≥ 1 である. η̂ も直線探索などの都合で出てきてし
まう定数であるので無視して， λmin

λmax
を σ

τ
と比べてみ

る．その逆数 λmax
λmin

は条件数と呼ばれ，条件数が大き
ければ大きいほど最適化問題が悪条件であるとされる．
σ
τ
のときと同様に考えてみると，λmin

λmax
は Aが単位行

列の定数倍から遠ざかれば遠ざかるほど小さくなる量
であるといえる（このとき，その逆数である条件数は
大きくなる）．
図 1の点線の円は {x | λminx

�x = 1}，破線の円は
{x | λmaxx

�x = 1}，点線の楕円は {x | x�(σD)x =

1}，破線の楕円は {x | x�(τD)x = 1} をそれぞれ表
している．実は，σ

τ
は {x | x�Ax = 1}に内接する楕

円と外接する楕円の長半径（ないしは短半径）の比の
二乗となっている．同様に，λmin

λmax
は内接する円と外接

する円の半径の比の二乗である．すなわち，Aが対角
行列に近い場合は，図 1のように {x | x�Ax = 1}の
軸が座標軸に対して垂直に近くなり，楕円の長半径の
比が円の半径の比よりも小さくなる．その結果，条件
数が大きい状況でも Aが対角行列に近ければ，通常の
近接勾配法よりも近接対角ニュートン法が速く収束す
ることを期待できるということになる．

4. 非単調な直線探索

非単調な直線探索 [17, 18]は，生成する点列の目的
関数値が必ずしも単調減少しないような緩い許容条件
を用いることで，関数値や勾配などの評価回数を抑え
ることを狙った直線探索法であり，近年では近接勾配
法への応用も提案されている [19, 20]．許容条件 (5)

は適切な β のもとで，近接対角ニュートン法が生成す
る点列の目的関数値は単調減少させる．そこで，近接
対角ニュートン法に対しても，同様の狙いで非単調な
直線探索を組み合わせることを考える．具体的には許
容条件 (5)の代わりに，

F (xt+1) ≤ max
max{0,t−M+1}≤s≤t

F (xs)

− α

2
‖xt+1 − xt‖2ηkDt

を許容条件として用いる．ただし，η > 1, 0 < α < 1,

M ≥ 1で，Dt = diag(∇2f(xt))である．非単調な直
線探索を用いた近接対角ニュートン法のアルゴリズム
を Algorithm 2にまとめる．

Algorithm 2 非単調な近接対角ニュートン法
Input: x0 ∈ dom g, η > 1, 0 < α < 1, M ≥ 1, t = 0.
repeat

Ht = diag(∇2f(xt)) を計算する．
xt+1 ∈ proxHt

g

(
xt −H−1

t ∇f(xt)
)
を求める．

while F (xt+1) > maxmax{0,t−M+1}≤s≤t F (xs) −
α
2
‖xt+1 − xt‖2Ht

do

Ht ← ηHt と更新する．
xt+1 ∈ proxHt

g

(
xt −H−1

t ∇f(xt)
)
を求める．

end while
t← t+ 1 と更新する．

until 適当な停止条件を満たす．

非単調な近接対角ニュートン法に対しても，定理 1や
2と同様に大域的収束性や f が変数分離可能である場
合の二次収束性を示すことができる．
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定理 4. ∇f がリプシッツ連続であることを仮定し，
{xt}∞t=0 を Algorithm 2 から生成された点列とする．
さらに，F が D 上で一様連続になるような領域 D ⊃
{xt}∞t=0の存在を仮定する．このとき，{xt}∞t=0の任意
の集積点は問題 (1)の方向停留点である．さらに，も
し {xt}∞t=0が有界であれば，limt→∞ dist(xt,X ∗) = 0

が成立する．ここで，X ∗ は問題 (1) の方向停留点を
すべて集めた集合である．

定理 5. {xt}∞t=0をAlgorithm 2から生成された点列
とし f(x) =

∑n
i=1 fi(xi)とする．ただし，fi : R → R

である．f がm-強凸，∇f と∇2f がリプシッツ連続，
g が凸であること，および F が D 上で一様連続にな
るような領域 D ⊃ {xt}∞t=0 の存在を仮定する．この
とき，{xt}∞t=0 は問題 (1)の一意な大域的最適解 x∗に
収束し，その収束は二次収束である．

5. おわりに

本稿では，著者らが文献 [9]において提案した近接対
角ニュートン法を紹介した．その収束性について述べる
ことで，近接対角ニュートン法が，通常の近接勾配法対し
て優位であるような状況が理論的に示唆されるという，
これまでの対角行列を用いたニュートン型近接勾配法に
はない特徴をもっていることを確認した．今回割愛した
数値実験では，狭義凸二次関数 f(x) = 1

2
x�Ax+ b�x

に対して，g が凸および非凸のどちらの場合でも，A

が対角行列に近いほど近接対角ニュートン法の性能が
良くなることが確認された．g が凸関数である場合は
理論の範疇である一方で，非凸の場合はその優位性を
示唆する理論的な結果は得られていない．非凸な g に
対しては Becker et al. [6]のような部分問題 (3)を低
次元の方程式を解くことに帰着させる公式がないため，
近接対角ニュートン法はとりわけ g が非凸である場合
に有効なアルゴリズムであると考えられる．そのため，
g が非凸関数である場合での近接対角ニュートン法の
優位性を理論的に示すことは，最も重要な課題である．
また，近接対角ニュートン法のヘッセ行列の対角成分

を用いるというアイデアは非常にシンプルなものであ
り，さまざまな近接型アルゴリズムと組む合わさる可能
性を秘めている．たとえば Pock and Chambolle [21]

や Giselsson and Boyd [22]はそれぞれ，ある近接型
アルゴリズムに対して対角重み付き近接写像を用いる
ことを提案しており，それに対して対角ニュートンの

アイデアを組み合わせれば，何かご利益があるかもし
れない．本稿が悪条件な問題に悩まされる誰かの助け
となれば幸いである．
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