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（註：本稿は前回からの続きであるので，文献リス
トは継続し，新たに必要となる分を追加する）

1. シャノンの第二基本定理の本質

シャノンが第二基本定理（通信路符号化定理）を示す
以前は，誤通信受諾確率 Eε を小さくするためには，伝
送速度を小さくする必要があると考えられていた．た
とえば，2 元対象通信路を通して 0か 1の送信を行う
とき，同じ信号を奇数回送信し，受信側は送信された記
号を多数決で判定することを考える．1 回だけ送信す
れば Eε :1 = ε である．3 回送って多数決で送信され
た信号を判定するとすれば，Eε :3 は 2回以上誤送信す
る確率で与えられるので，Eε :3 = ε3 + 3ε2 (1− ε) =

ε2 (3− 2ε)となる．この曲線は単調増加であり，ε = 0

で E0:3 = 0，ε = 1 で E1:3 = 1，E(1/2) :3 = 1/2 で
変曲点をもつ．さらに，0 < ε < 1/2 で凸関数となっ
て Eε :3 < ε が成立し，1/2 < ε < 1 では凹関数と
なり ε < Eε :3 が成立する．1/2 < ε の場合は 0 と
1を反転させればよいので，結局，Eε :3 < Eε :1 とな
ることがわかる．一般的には，n = 1, 2, · · · に対して
2n− 1 回送信し，結果を多数決で判定することにすれ
ば，Eε :2n−1 は n を大きくすることで任意に小さくで
きる．しかし，当然，一つの記号の送信に要する時間
は増加し，その逆数としての単位時間当りに伝送でき
る記号の数 1/ (2n− 1) も減少し，伝送速度は小さく
なる．　
シャノンが示したのは，復号誤り率とトレードオフ

の関係にあるのは，それまで常識とされてきた「単位
時間当たりに伝送できる記号の数」ではなく，「符号化
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とその解読に要する計算量」であることであった．す
なわち，伝送速度が，通信路に固有の量である通信路
容量の範囲内にあれば，前回，Parity Bitの例で見た
ように，符号化における符号長を長くして複雑化する
ことにより，伝送速度を小さくすることなく復号誤り
率をいくらでも小さくできることを示したのである．
本稿では引き続き，基本的に文献 [67] に沿って，この
第二基本定理を解説する．定理を構造的に理解するた
め，まず，基本モデルを構成するいくつかの定義を与
える．

2. 通信路と通信路容量

送信側における情報源の符号化は，入力記号集合 A

の元 x ∈ A に対し，何らかの仕組みで有限な 0-1 の
列を割り当てることに相当する．結果として得られる
符号を C(x) ，その長さを lC (x) = |C(x)| と表わし
た．A 上の確率変数 X とその確率分布 PX が与えら
れたとき，符号化の目指すのは，復元可能な符号の集
合である語頭符号の集合 HC(A) の範囲で，平均符号
長　 LC (X) =

∑
x∈A

PX(x)lC(x) を最小にする符号を

見出すことにあった．
これに対し，受信側の観点からは，上述の手続きで

得られる符号に必要なビットを追加することにより，
通信路で生じる誤送信の影響を軽減し，送受信者の間
で生じる齟齬を小さくするという意味で，信頼度の高
い通信を実現することが重要になる．前号で，送信符
号に誤送信を回復させるための符号を冗長的に付加す
ることにより，復号誤り率を減少させることができる
ことを，Parity Bit，Block Parity Bits，ハミング符
号などの具体例によって示した．より一般的な枠組で
この問題を数学モデルとして定式化するためには，ま
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ず，通信路を正確に定義することが必要となる．
入力記号の集合 A 上の離散確率変数を X，その確

率分布の集合を D (A) で表わし，その要素を PX ∈
D (A) と書くことにする．すなわち，x ∈ A に対し，
PX (x) = P [X = x]である．同様に，出力記号集合 B

上の離散確率変数を Y ，その確率分布の集合を D (B)

で表わし，その要素を PY ∈ D (B) と書く．このと
き，通信路の数学的特性は「PX ∈ D (A) が与えられ
たとき，PY ∈ D (B) を決定する仕組み」によって定
まると解釈できる．この仕組みが，過去の入力列に依
存せず，そのときの入力 x ∈ A のみに依存して定ま
るとき，この通信路をマルコフ（無記憶）通信路と呼
ぶ．本稿では特に断らない限り，マルコフ通信路のみ
を対称とする．
通信路がマルコフ性を満たすとき，「PX ∈ D (A) が

与えられたとき，PY ∈ D (B) を決定する仕組み」は，
条件付き確率

PY |X (y|x) = P [Y = y|X = x] (2.1)

によって表わされる．すなわち，(x, y) ∈ A×B に対
して PX (x) と PY |X (y|x) が与えられると，X と Y

の同時確率 PXY (x, y) = P [X = x, Y = y] が

PXY (x, y) = PY |X (y|x)PX (x) (2.2)

によって定まり，

PY (y) =
∑
x∈A

PXY (x, y) (2.3)

が求まることになる．以上より，通信路を次のように
定義する．

定義 2.1　通信路
入力記号集合 A 上の離散確率変数 X とその確率分

布 PX ∈ D (A) が与えられたとする．x ∈ A に対し，
ある送信路を通して送信することで得られる出力記号
y ∈ B が条件付き確率 PY |X (y|x) で定まるとき，こ
の送信路を離散的通信路と呼ぶ．x を行，y を列 とす
る |A|× |B| のマルコフ行列 PY |X =

[
PY |X (y|x)] を

通信路行列と呼ぶ．
前号で議論した，二つの基本的な通信路の例を思い

だそう．図 1 に示す通信路は，A1 = B1 = {0, 1} に
対し，0，1 いずれを送信しても確率 ε (0 < ε < 1) で
誤送信が発生する 2元対称通信路である．誤送信され
た結果を誤って正しいものとして受諾してしまう確率

図 1 A1 = B1 = {0, 1}

表 1 図 1 の例に対する PY |X

0 1

0 1− ε ε

1 ε 1− ε

図 2 A2 = B2 = {00, 01, 10, 11}

表 2 図 2 の例に対する PY |X

00 01 10 11

00 (1− ε)2 ε (1− ε) ε (1− ε) ε2

01 ε (1− ε) (1− ε)2 ε2 ε (1− ε)

10 ε (1− ε) ε2 (1− ε)2 ε (1− ε)

11 ε2 ε (1− ε) ε (1− ε) (1− ε)2

は Eε :1 = ε で与えられる．2 元対称通信路の通信路
行列を，表 1に示しておく．
さらに，2 元対称通信路を用いて，A2 =

{00, 01, 10, 11}, B2 = {00, 01, 10, 11} として送信を
行う場合を考える．図 2に示すように，送信された符
号が正しく復元される確率は (1− ε)2 となり，誤送信
受諾率は Eε = 1 − (1− ε)2 = ε (2− ε) で与えられ
る．この例に対する通信路行列は，表 2のようになる．
連載第 19 回で，二つの確率分布 P (x) と Q (x) が

与えられたとき，相対エントロピー

H(P ||Q) =
∑
x∈Ω

P (x) log2

P (x)

Q(x)
(2.4)

が，「P (x) を Q(x) と誤判断して符号化を行った際，
その平均符号語長は本来のそれからどれだけ乖離する
か」を測る指標と解釈できることを示した．さらに，こ
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の考え方を，Ω1 ×Ω2 上で定義される二つの離散確率
変数 X と Y の独立性を測る目的に適用し，相互情報
量 I (X; Y ) を

I (X;Y ) = H(PXY | |PXPY )

=
∑
x∈Ω1

∑
y∈Ω2

PXY (x, y) log2
PXY (x, y)

PX (x)PY (y)
(2.5)

と定義し，さらに

I (X; Y ) = H (Y )−H (Y |X) (2.6)

が成立することを証明した．ここで，H (Y ) は Y の
エントロピー，H (Y |X) は X に対する Y の条件付
きエントロピーを表わし，それぞれ，

H (Y ) = −
∑
y∈Ω2

PY (y) log2 PY (y) (2.7)

H (Y |X) = −
∑
x∈Ω1

∑
y∈Ω2

PXY (x, y) log2 PY |X (y|x)

(2.8)

によって与えられることを思い出しておこう．
条件付き確率 PY |X (y|x) をもつ通信路の通信路容

量 C0 は，この相互情報量 I (X;Y ) の PX ∈ D (A)

上での最大値として，次のように定義される．

定義 2.2　通信路容量
入力記号集合を A ，出力記号集合を B とする．

|A| × |B| の通信路行列 PY |X =
[
PY |X (y|x)] をもつ

通信路に対し，

C0 = max
PX∈D(A)

[I (X; Y )] (2.9)

を，この通信路の通信路容量と呼ぶ．

送信符号に誤送信を回復させるための符号を付加す
ることにより，復号誤り率をいくらでも減少させるこ
とができるという条件の下で，通信路容量は「通信路
を 1 回使うたびに送信できる最大ビット数」という操
作的な意味をもっている．
図 1の 2 元対称通信路について，通信路容量を求め

てみよう．

定理 2.3　 2元対称通信路の通信路容量
2 元対称通信路を考え，

h(ε)=−{(1− ε) log2(1− ε) + ε log2 ε} (2.10)

とおくと，その通信容量は

C0 = 1− h(ε)

で与えられる．

[証明]

式 (2.8)より，

H (Y |X)=−
1∑

x=0

1∑
y=0

PXY (x, y) log2 PY |X (y|x)

=−
1∑

x=0

1∑
y=0

PY |X (y|x)PX (x) log2 PY |X (y|x)

=−
1∑

x=0

PX (x)
1∑

y=0

PY |X (y|x) log2 PY |X (y|x)

=−PX (0) {(1− ε) log2 (1− ε) + ε log2 ε}
−PX (1) {ε log2 ε+ (1− ε) log2 (1− ε)}

を得る．したがって，H(Y |X)={PX(0)+PX(1)}h(ε)
=h(ε)が成立し，式 (2.6)より，

I (X;Y ) = H (Y )− h(ε) (2.11)

が結論される．
式 (2.10)より，明らかに h (ε) は二つの元から成る

集合上で定義される確率変数のエントロピーであり，
連載第 18回の図 3 に示したように，狭義の凹関数で
ε = 1/2 で最大値 1を取る．Y は B1 = {0, 1} 上の確
率変数であり，PY (0) = α, PY (1) = 1−α, 0 ≤ α ≤ 1

とおくと，式 (2.7) から，H (Y ) = h(α) ≤ 1となる．
したがって，式 (2.11) より，I (X; Y ) ≤ 1− h(ε) が
成立し，

C0 = max
PX∈D(A)

[I (X;Y )] ≤ 1− h (ε) (2.12)

となることがわかる．
一方，X が PX (0) = PX (1) = 1/2 という一様分

布に従う場合，式 (2.2)，(2.3)より，

PY (1) = PY |X (1|0)PX (0) + PY |X (1|1)PX (1)

=
1

2
ε+

1

2
(1− ε) =

1

2

が求まる．これより，PY (0)＝ 1 − PY (1) = 1/2 と
なり，Y も一様分布に従うので，この Y に対して
H (Y ) = h (1/2) = 1が成立する．このとき，式 (2.11)

から，

C0= max
PX∈D(A)

[H(Y )]−h (ε) ≥ 1−h (ε) (2.13)

となり，不等式 (2.12) と (2.13) から，
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図 3 2 元対称通信路の通信路容量

C0 = 1− h (ε)

が結論される．�

図 3に，2 元対称通信路の通信路容量 C0 をグラフ
で示す．誤通信の確率 ε が 1/2 の場合は，送信の正誤
が完全にランダムになり，通信路容量は 0 である．ε

が 1/2 の値を取るまでは C0 は単調に減少する．ε が
1/2 を超えると再び上昇するが，これは受信符号集合
B1 = {0, 1} が二つの値のみを含むため，ε が 1/2 の
値を超えた場合は，0と 1を反転させることによって，
正誤の判断を得ることができるからで，C0 のグラフ
が ε = 1/2 の縦軸を中心に，線対称となっている所以
である．

3. 対称通信路の通信路容量

通信路は，入力記号 x ∈ A が与えられたときに出力
記号 y ∈ B を定める仕組みによって特徴付けられ，数
学的には，入力記号の確率分布 PX ∈ D (A) と通信路
行列 PY |X =

[
PY |X (y|x)]によって記述されることを

見てきた．このとき，通信路容量 C0 を，PX ∈ D (A)

を変化させたときの相互情報量 I (X; Y ) の最大値と
して定義した．したがって，通信路容量を求める問題
は多変数最適化問題として定式化され，一般的にはこ
れを解くことは容易ではない．本節では，この最大化
問題を簡単に解くことができるばかりでなく，応用上
も重要である対称通信路を論じる．
いま，i, j ∈ {1, 2, . . . , N} に対して，

δij =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1 i = j

0 i �= j

と定義したとき，行列 IN = [δij ] は単位行列と呼ば
れる N × N 行列で，行列の積に関して単位元とな
る．すなわち，任意のベクトル x ∈ R

N に対して，
INx = x,xT IN = xT が成立する．ここで，単位行
列の行あるいは列を並べ替えて得られる行列の集合

WN =

{
WN = [wij ] :

N∑
i=1

wij = 1,

N∑
j=1

wij = 1, wij = 0 or 1

}

を考える．このとき，IN の行ベクトルを並べ替え
てWN ∈ WN が得られたとすると，WNx は同じ
順番で x を並べ替えた列ベクトルとなる．この行列
WN ∈ WN は IN の列ベクトルを並べ替えても得ら
れるが，このとき，xTWN はその順番で x を並べ替
えた行ベクトルとなる．以下の例では，W3 は I3 の
行ベクトルを [3, 1, 2] ，列ベクトルを [2, 3, 1] の順番
で並べ替えることにより得られる．

W3 =

⎡
⎢⎢⎣

0 0 1

1 0 0

0 1 0

⎤
⎥⎥⎦

これに対し，ベクトル [a b c]T の積を施すと，行ベク
トルと列ベクトルの入れ替え順が，それぞれ，

⎡
⎢⎢⎣

0 0 1

1 0 0

0 1 0

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

a

b

c

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

c

a

b

⎤
⎥⎥⎦ ;

[a b c]

⎡
⎢⎢⎣

0 0 1

1 0 0

0 1 0

⎤
⎥⎥⎦ = [b c a]

のように移されることがわかる．

定義 3.1　対称通信路
入力記号集合 A，出力記号集合 B，|A| × |B| の通

信路行列 PY |X =
[
PY |X (y|x)] をもつ通信路を考え，

PY |X の第 i 行を PY |X :i·，第 j 列を PY |X :·j と書く
ことにする．
(a) 任意の i ∈ {1, 2, · · · , |A|} に対して W|B| :i ∈

W|B| が存在して，PY |X :1·W|B| :i = PY |X :i· が
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成立するとき，この通信路を入力対称通信路と呼ぶ．
(b) 任意の j ∈ {1, 2, · · · , |B|} に対してW|B| :j ∈

W|B| が存在して，W|B| :jPY |X :·1 = PY |X :·j が
成立するとき，この通信路を出力対称通信路と呼ぶ．

(c) 通信路が入力対称通信路であり，かつ出力対称通
信路でもあるとき，この通信路を狭義の対称通信
路と呼ぶ．

通信路行列 PY |X =
[
PY |X (y|x)] の各行が最初の

行の並べ替えとなっているのが入力対称通信路であり，
各列が最初の列の並べ替えとなっていれば出力対称通
信路，それらが同時に成立しているのが狭義の対称通
信路である．

入力対称通信路の例：PY |X =

⎡
⎣ a b c

c b a

⎤
⎦

出力対称通信路の例：PY |X =

⎡
⎢⎢⎣

a b

b c

c a

⎤
⎥⎥⎦

狭義の対称通信路の例：PY |X =

⎡
⎢⎢⎣

a b c

c a b

b c a

⎤
⎥⎥⎦

図 2の例は，表 2からわかるように，狭義の対称通信
路となっている．
通信路の対称性が，通信路容量 C0 の計算を容易に

することを示そう．まず，一つの補題を証明する．

補題 3.2

入力記号集合 A，出力記号集合 B，通信路行列
PY |X =

[
PY |X (y|x)] をもつ通信路が入力対称通信

路であるとき，H (Y |X = x) は x ∈ A に対して同じ
値を取る．すなわち，A の最初の記号を x1 とすると，
すべての xi ∈ A に対して，ある関数 g が存在して，

H (Y |X = xi) = g (x1) (3.1)

が成立する．

[証明]

P̂Y |X =
[−PY |X (y|x) log2 PY |X (y|x)] とおき，そ

の第 i 行と第 j 列をそれぞれ P̂Y |X :i·,P̂Y |X :·j と書
くことにする．定義 3.1(a) から，明らかにすべての
xi ∈ A に対して，P̂Y |X :1·W|B| :i = P̂Y |X :i· が成立
する．ここで，1T = [1 1 . . . 1] , g (x1) = P̂Y |X :1·1

とおくと，W|B| :i1 = 1 に注意して，

H (Y |X = xi) = −
∑
y∈B

PY |X (y|xi) log2 PY |X (y|xi)

= P̂Y |X :i·1 = P̂Y |X :1·W|B| :i1 = P̂Y |X :1·1 = g (x1)

となり，補題が証明された．�

定理 3.3

入力記号集合 A，出力記号集合 B，通信路行列
PY |X =

[
PY |X (y|x)] をもつ通信路を考える．

(a) この通信路が入力対称通信路のとき，補題 3.2 の
g (x1) と通信路容量 C0 に対し，

C0 = max
PX∈D(A)

[H (Y )]− g (x1) (3.2)

が成立する．
(b) さらに，狭義の対称通信路である場合は，

C0 = log2 |B| − g (x1) (3.3)

が成立する．

[証明]

補題 3.2より，

H (Y |X)= − ∑
x∈A

PX (x)H (Y |X = x)

= g (x1)
∑
x∈A

PX (x) = g (x1)

となることがわかる．式 (2.6) より，I (X; Y ) =

H (Y )−H (Y |X) = H (Y )− g (x1)　が成立し，定
義 2.2から 定義 3.3(a) が証明される．
H (Y ) は Y のエントロピーであり，連載第 18回定

理 5.1 より， max
PY ∈D(B)

[H (Y )] = log2 |B| となり，そ
の最大値は Y が一様分布の場合に達成される．ここ
で，X が一様分布に従うとすると，

PY (yj)=

|A|∑
i=1

PY |X (yj |xi)PX (xi)

=
1

|A|
|A|∑
i=1

PY |X (yj |xi)

が成立する．通信路が狭義の対称通信路であれば，出
力対称通信路でもあるので，1TW|B| :j = 1T に注意
すると

|A|∑
i=1

PY |X (yj |xi)=1TPY |X :·j=1
TW|B| :jPY |X :·1

=1TPY |X :·1
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となり，
|A|∑
i=1

PY |X (yj |xi) は j に依存しない一定

値を取り，Y もまた一様分布となる．したがって，
max

PX∈D(A)
[H (Y )] = log |B| となり，(b) が成立する．

�

図 2に示された例の通信路容量を，表 2に与えられ
た通信路行列から求めてみる．

定理 3.4

図 2に示された例の通信路容量は，

C0 = 2 {1− h (ε)}

によって与えられる．

[証明]

表 2に与えられた通信路行列より，
H (Y |X = xi)

= −
∑
y∈B

PY |X (y|xi) log2 PY |X (y|xi)

= −
∑
y∈B

PY |X (y|00) log2 PY |X (y|00)

= −{
(1− ε)2 log2 (1− ε)2

+ 2ε (1− ε) log2 ε (1− ε) + ε2 log2 ε
2
}

となる．これを整理し，式 (2.10) で与えられた h (ε)

を用いると，

H (Y |X = xi) = g (x1) = 2h (ε)

となることがわかる．これと定理 3.3 (b) より，

C0 = log2 |B| − g (x1)

= log2 4− 2h (ε) = 2 {1− h (ε)}

を得る．�

定理 2.3 より，2 元対称通信路の場合に比べて，通
信路容量が 2倍になっていることがわかる．

4. 通信路符号と第二基本定理

通信路符号化の目的は，送信符号に誤送信を回復さ
せるための符号を冗長的に付加することにより，復号
誤り率を減少させることにある．

定義 4.1　通信路符号と伝送速度
(a) 入力記号集合 A の要素から構成される長さ n の
系列の集合 An の部分集合 CL :n ⊂ An を通信路

符号と呼ぶ．このとき，n を符号長，x ∈ CL :n を
符号語，|CL :n| を符号数と呼ぶ．

(b) 符号長 n の通信路符号 CL :n の伝送速度 RL :n を

RL :n =
1

n
log2 |CL :n|

と定義する．

CL :n 上で定義される離散的確率変数の集合をDL :n，
X ∈ DL :n の確率分布を PX ，そのエントロピーを
H (X) とすると，連載第 18回定理 5.1より，

max
PX∈DL :n

[H (X)] = log2 |CL :n|

が成立し，その最大値は PX が一様分布の場合，すなわ
ち，すべての x ∈ CL :n に対して PX (x) = 1/ |CL :n|
が成立するときに実現される．このことから，伝送速
度 RL :nは，誤通信が全く発生せず，PX が一様分布の
とき，通信路に一つの通信路符号を送ったときに伝送
できるエントロピーの平均を表わしている．もちろん，
この値は，誤通信が発生する可能性があり，PX が任
意の離散的確率分布である場合の上界となっている．
通信路容量 C0 は，送信側の確率変数と受信側の確

率変数の間の相対エントロピーの最大値であり，両者
間の条件付き確率分布で表わされる通信路の特性のみ
によって決定される．一方，伝送速度 RL :n は，通信
線の特性とは無関係に，通信路符号化のメカニズムに
よってのみ定まる量である．通信路符号化が通信線の
容量の範囲で設計されなければならないという意味で，

RL :n < C0 (4.1)

という制約を満たすことが要請される．
入力記号集合を A，出力記号集合を B，符号長を

n とすると，A の要素から構成される長さ n の系列
の集合 An に対し，Bn を受信空間と呼ぶ．部分集合
CL :n ⊂ An は通信路符号化された後に送信される入
力信号の集合を意味し，その送信結果は Bn に属する
ことになる．
通信路符号化の概念図を図 4に示す．CL :n から Bn

への写像 PY |X =
[
PY |X (y|x)]は送信線の特性によっ

てのみ定まり，通信路符号化とは関係しない．An の中
から，CL :n = {w1, w2, . . . , wM} を選び出す作業が通
信路符号化に対応する．シャノンが構想した通信路符
号化は，冗長性を表現する n を十分に大きく取れば，
可能な限り PY |X (Di|wi) を大きく取りつつ，

M∩
i=1

Di = φ (4.2)
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図 4 通信路符号化の概念図

を満たすように {D1,D2, . . . ,DM} を構成する，
CL :n = {w1, w2, . . . , wM} が決定できるというもので
あった．この方式によって誤通信を検出・訂正する仕
組みは，以下のようにまとめられる．
①符号語 wi ∈ CL :n ⊂ An, i = 1, . . . ,M を送信し
たとき，送信結果 yi ∈ Bn が複合領域 Di ⊂ Bn

に帰属すれば，yi �= wi であったとしても送信され
た通信路符号は wi であると判断する．

② yi /∈ Di の場合には，誤通信が発生したと判断する．
シャノンの構想を実現するためには，
(a) 可能な限り PY |X (Di|wi) を大きく取りつつ，

∩M
i=1Di = φ を満たすように {D1,D2, . . . ,DM}
を構成できる CL :n = {w1, w2, . . . , wM} の決定
方式を確立すること

(b) wi ∈ CL :n の受信結果 yi ∈ Bn に対し，yi ∈ Di

が成立するか否かを判定するアルゴリズムを確立
すること

が必要である．前号で紹介した，t 個の通信誤差を検
出・訂正できる一般化されたハフマン法は，これを解
決する一例となっている．
以上を，もう少し数式を用いて表現してみよう．入

力記号集合 A，出力記号集合 B に対し，CL :n ⊂ An

上の離散確率変数を X，その受信結果を表わす Bn 上
の離散確率変数を Y とする．いま，x ∈ An を送信し
て y ∈ Bn を受信する条件付き確率 PY |X (y|x) をも
つ通信路を通して，wi ∈ CL :n, i = 1, . . . ,M を送信
することを考える．このとき，受信結果が受諾される
確率は，

PAccept :X (wi) =
∑
y∈Di

PY |X (y|wi) (4.3)

となり，その期待値は，

PAccept =
M∑
i=1

PX (wi)PAccept :X (wi)

となる．よって，式 (4.3) から，

PAccept =
M∑
i=1

PX (wi)
∑
y∈Di

PY |X (y|wi) (4.4)

が成立する．これより，復号誤り率，すなわち受信さ
れた通信路符号が誤通信となる確率 PReject は，

PReject=1− PAccept

　=
M∑
i=1

PX (wi)
∑
y/∈Di

PY |X (y|wi) (4.5)

によって与えられる．すべての通信路符号の送信され
る確率が等しいとき，すなわちX が一様分布にしたが
うとき，式 (4.4)，(4.5) は，

PAccept =
1

M

M∑
i=1

∑
y∈Di

PY |X (y|wi)

PReject =
1

M

M∑
i=1

∑
y/∈Di

PY |X (y|wi)

となる．
シャノンが証明したのは，通信路容量を超えない伝

送速度であれば，いくらでも精度よく通信できるよう
な通信路符号法があり，逆に，通信容量を超える伝送
速度であれば，そのような通信路符号法は存在しない
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という事実である．この第 2基本定理（通信路符号化
定理）は，次のようにまとめられる．

定理 4.2　第二基本定理（通信路符号化定理）
通信路容量 C0 をもつ通信路に対し，長さ n の通信

路符号の伝送速度 RL :n が RL :n < C0 を満たすよう
に符号化されるとする．このとき，任意の ε > 0 に対
して，

PReject < ε

を満たす符号 CL :n が存在する．また，RL :n > C0 で
あれば，ある δ > 0 が存在して，どのような通信路符
号に対しても

PReject > δ

となる．

この定理の前半部分のシャノンの証明は，受信空間
から独立な無作為復元抽出を n 回繰り返すことにより
n 個の符号語を選ぶランダム符号化法に基づいている．
このランダム符号化によって作られる符号 CL :n の復
号誤り率の期待値 PReject を求め，通信路容量 C0 と
伝送速度 RL :n が RL :n < C0 を満たすとき，符号長
n を n→∞ とすれば，PReject → 0 となることを示し
た．定理の後半部分は，通信路容量と伝送速度の定義
から背理法で導くことができる．
シャノンの証明は難解であるが，文献 [67] では，

PReject → 0 となるような符号列 CL :n を実際に構
成する Ash [79]による証明を紹介しており，こちらは
わかりやすい．興味のある読者は，文献 [78]と併せて
参照されたい．
シャノンは，「情報」という言葉が専門的な論文から

飛び出して時代の名称となるまでを生きた．1948年の
シャノンの論文は，数十年後に Scientific American 誌
によって「情報時代のマグナカルタ」と呼ばれた [12]．
次回は，情報理論を確立した後も充実した人生を送っ

た「その後のシャノン」を追うことにする．
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