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連載

世界をORする視線 (21)
第I部　通信・デジタル技術の発展

(3)コンピュータの発展：コンピュータ科学の
数学的基礎（続き8）

住田　潮

（註：本稿は前回からの続きであるので，文献リス
トは継続し，新たに必要となる分を追加する）

1. シャノンの第一基本定理と第二基本定理

シャノンが構想した通信システムの一般モデルは，
図 1に示すようにシンプルなものであった [12]（連載
第 18 回）．
情報源でメッセージが作成されると，送信機は，メッ

セージを符号化したうえで，通信可能な信号へと変換
する．通信路は，送信機から受信機へと信号が通過す
る媒体であり，雑音源は通信路を通過する信号に対し
て歪みや乱れを発生させる．受信機は，雑音による誤
送信の可能性を含む信号を受信し，送信機とは逆の操
作を行い，可能な限り正確にメッセージを復元，その
結果を受信者が受け取ることになる．
前回まで（連載第 18～20 回），与えられた情報源に

対し，どのようにして一意的に復元可能な符号化を効
率的に行うかに関する研究の進展を辿ってきた．シャ
ノンは，情報の量と価値を計る単位として情報エント
ロピーの概念を確立し，「ある環境で生成されるメッ
セージの記号出現を表わす確率変数 X とその確率分
布が与えられたとき，一意的に復元可能な符号化に必
要とされる平均符号語長は，X のエントロピー H(X)

bit以下にはできない」という第一基本定理（情報源符
号化定理）を証明したうえで，送信量がH (X) bitと
H (X) + 1 bitの間に収まるシャノン符号を具体的に
作成した．
その後，ファノ符号，さらに送信量の最小化を実現

するハフマン符号が開発されたが，これらの符号方法

すみた　うしお
筑波大学名誉教授
〒 305–8573 茨城県つくば市天王台 1–1–1

図 1 シャノンの通信一般モデル

は，すべて記号出現の頻度を表わす確率変数 X とそ
の確率分布を前提知識として必要とするもので，大規
模通信を行うためには極めて不便なものであった．こ
の確率分布を必要とせず，送信記号の時系列に沿って
符号化を実行し，符号列が伸びるに従って，1符号当た
りの符号語長がデータ圧縮率の下限値である 1符号当
たりの平均エントロピー H (X) bit に限りなく近づく
ことを保証したのが LZ78符号であった．ここまでの
議論は，送信側の手続きに限定されたもので，図 1に
示すシャノンの情報理論体系の前半部分を網羅してい
るに過ぎず，受信側でメッセージを正確に復元するた
めの効率性については，全く触れられていない．
送信機から受信機へと信号が通過する媒体である通

信路は，通過する信号に対して，歪みや乱れを発生さ
せる雑音源に直面する．この雑音がメッセージ復元の
正確性をどう歪めるかという問題を構造的に把握する
ため，シャノンは，まず，通信路容量 C0，伝送速度
R，メッセージを構成する符号に誤送信を効率的に処
理するための符号を冗長的に付加した通信路符号，な
どの概念を導入した．さらに受信される通信路符号の
集合を，正しく送信されたものを含む集合と含まない
集合とに 2 分割する判定アルゴリズムを導入，受信さ
れた通信路符号が後者に属する確率を復号誤り率 P と
定義した．受信される通信路符号は，確率 1−P で送
信が正しく行われたと判定されるが，この判定結果は
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図 2 A1 = {B1 = 0, 1}

誤送信の可能性をも含む．一方，確率 P で誤送信が
確実に検出され，この場合は，送信元へ当該通信路符
号の再送を依頼することになる．シャノンは P の値
が小さい通信路が良い通信路であると考え，第二基本
定理（通信路符号化定理）として，R ≤ C0 であれば，
十分な長さの冗長的符号を追加することにより，P を
いくらでも小さくできることを証明した．本稿と次回
で，おおむね文献 [67]に沿って，この第二基本定理を
解説する．

2. 復号誤り率 P と冗長性
「誤送信を効率的に処理するための符号を冗長的に
付加することにより，復号誤り率 P を小さくするこ
とができる」というシャノンの発想を感覚的に知るた
め，まず，簡単な例を示すことから始めよう．送信記
号集合 A1 = {0, 1} と受信記号集合 B1 = {0, 1} が与
えられたとき，図 2に示す通信路では，0, 1 いずれを
送信しても確率 ε (0 < ε < 1) で誤送信が発生する．
このような雑音構造をもつ通信路は 2 元対称通信路と
呼ばれ，誤送信された結果を誤って正しいものとして
受諾してしまう確率は Eε : 1 = ε で与えられる．
同じ 2元対称通信路を用いて，送信符号集合を A2 =

{00, 01, 10, 11}，受信符号集合をB2 = {00, 01, 10, 11}
として送信を行う場合を考えると，図 3に示すように，
送信された符号が正しく復元される確率は (1− ε)2 と
なり，誤送信受諾率は Eε : 2 = 1−(1− ε)2 = ε (2− ε)

で与えられる．
ここで，誤送信を効率的に処理するために付加され

る冗長的符号の例としてParity Bitを考える．送信元
は，2 進数で表わされた送信符号の 1の数が偶数であれ
ば 0，奇数であれば 1 を送信符号の語尾に追加して送
信する．ここで，偶数は 0を含むことを注意しておく．
送信符号集合 A2 = {00, 01, 10, 11} に対して Parity

Bit を付与すると，実際に送信される通信路符号は，
A2: P = {000, 011, 101, 110}，その受信通信路符号集
合は，B2: P = {000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111}
となる．
受信先では，受信信号の Parity Bit が整合性をもつ

図 3 A2 = B2 = {00, 01, 10, 11}

表 1 Parity Bit 方式：A2 = {00, 01, 10, 11}

場合は，符号部分を正しいものとして受け入れ，整合
性がない場合は受信された通信路符号を棄却したうえ
で，その再送を送信先に依頼する．このとき，前述した
判定アルゴリズムは「受信された通信路符号の Parity

Bit が整合性をもつか否か」である．x ∈ A2: P に対し
て，この判定アルゴリズムによって受諾される受信通
信路符号集合を B2: PB1: Accept|x，棄却される受信通
信路符号集合を B2: PB1: Reject|x と書くことにする．
ビットごとの正しい送信を c，誤送信を w と書くと，

送信結果の可能な組み合わせは表 1 のようになる．
x ∈ A2: P が与えられたとき，この表から色の
ついた行の集合として B2: PB1: Accept|x，無色の行の
集合として B2: PB1: Reject|x を生成できる．
たとえば，B2: PB1: Accept|000 = {000, 011, 101, 110} ,
B2: PB1: Reject|000 = {001, 010, 100, 111} となる．
Parity Bit を判定アルゴリズムとするとき
は，任意の x, y ∈ A2: P に対して，B2: PB1: Accept|x =

B2: PB1: Accept|y, B2: PB1: Reject|x =B2: PB1: Reject|y
が成立することを注意しておく．
通信路符号集合 A2: P = {000, 011, 101, 110} 上の

任意の確率変数 X とその分布 PX (x) = P [X = x]

に対して，表 1 と B2: PB1: Accept|x が x ∈ A2: P に
依存しないことから，
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図 4 誤送信受諾率

図 5 復号誤り率 vs. 誤送信受諾率

P (B2: PB1: Accept)=
∑

x∈A2 : P

PX(x)P (B2: PB1: Accept|x)

=(1−ε)3+3(1− ε)ε2

を得る．同様に，この場合の復号誤り率 Pε : 2 : PB1 は，

Pε : 2 : PB1 = P (B2: PB1: Reject)

= 1− P (B2: PB1: Accept)

= ε3 + 3 (1− ε)2 ε

が成立する．
Parity Bit方式を，リスク管理の観点から見てみよ

う．表 1から誤送信受諾率は Eε : 2 : PB1 = 3(1−ε)ε2

で与えられ，この確率で誤った情報が拡散する費用が
発生する．Eε : 2 : PB1 を Parity Bitを用いない場合と
比べて見ると，

Eε : 2 −Eε : 2 : PB1 = ε (2− ε)− 3 (1− ε) ε2

= 3ε

{(
ε− 2

3

)2

+
2

9

}
> 0

が成立，Parity Bitによってこの確率が減少している
ことがわかる．図 4に，この比較をグラフで示す．2元
対称通信路の誤送信率 ε の値が 1 に近づくにつれて
Eε : 2 は単調に 1に近づくが，Parity Bit を導入する
と Eε : 2 : PB1 は 0 に近づく．これは，Parity Bit の

判定アルゴリズムによってほとんどの受信結果が棄却
されてしまい，そもそも受諾される受信結果が少なく
なるので，誤送信受諾率も 0に近づくためである．
一方，復号誤り率 Pε : 2 : PB1 = P (B2: PB1: Reject)

は，この確率で再送に関わる費用を発生する．図 5に，
Eε : 2 : PB1 と Pε : 2 : PB1 を比較したグラフを示す．た
とえば，ε を 0.2に抑えることができれば，誤った情報
を拡散してしまう確率は 0.10 である一方，再送を要請
する確率は 0.39 にも上る．シャノンは，ある条件下
で，通信路符号に冗長ビットを付加することによって
復号誤り率をいくらでも小さくできることを一般的な
枠組で示したが，次節で論じるように，誤送信結果拡
散コストと再送コストを巡るトレードオフのバランス
を改善する手段を創出したのは，別の研究者であった．
冗長ビットをさらに増やす場合として，送信符号の

ビット列を m × n 行列で表わしてブロック化し，行
と列のそれぞれについてParity Bit を付与することを
考える．m = n = 2 の場合，送信符号集合 A3 =

{(x11, x12, x21, x22) : xij = 0 or 1, i, j = 1, 2} に対
して Parity Bit を付与すると，実際に送信される通信
路符号 A3: P は，xij = 0 or 1, i, j = 1, 2 として，以
下のビット構造をもつ行列の集合となる．

x11 x12 x11 ⊕ x12

x21 x22 x21 ⊕ x22

x11 ⊕ x21 x12 ⊕ x22

ここで ⊕ は排他的論理和 (XOR) を表わし，0⊕ 0 =

1⊕1 = 0, 1⊕0 = 0⊕1 = 1と定義される．A3: P の受
信通信路符号集合B3: P は，yij , bi·, b·j = 0 or 1, i, j =

1, 2として，以下のビット構造をもつ行列の集合になる．

y11 y12 b1·
y21 y22 b2·
b·1 b·2

通信路符号がすべて正しく送信されるとき，Parity

Bit の整合性は保たれるので，対応する受信通信路符
号は受諾されるが，この確率は，(1− ε)8 である．ま
た，四つの送信符号部分が正しく送信されれば，たと
え Parity Bit に誤送信が発生しても判定アルゴリズ
ムによって棄却され再送が依頼されるので，誤送信を
正しいものとして受け入れてしまうことはない．した
がって，誤送信を正しいと判定してしまう場合は，
① 送信符号の部分で少なくとも 1 bit の誤送信が
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表 2 2× 2 Block Parity における誤送信受諾

表 3 誤通信の数に基づく表 2 のブロックの分類

発生
② それを相殺するように行・列の Parity Bit で誤
送信が発生

の場合に限られる．これらの場合を表 2に示す．第 1列
には，送信符号に一つの誤送信が発生し，それを打ち
消すように Parity Bitにも誤送信が発生，誤送信を正
しいと判断してしまう場合を列挙してある．以下，同
様に，第 2 列には送信符号に二つの誤送信が発生する
場合，第 3 列には送信符号に三つの誤送信が発生する
場合，第 4 列には送信符号の全てについて誤送信が発
生する場合，を示している．
表 2 のブロック群を含まれる w の数で整理する

と，表 3 を得る．この表 3 に基づいて誤送信受諾率
Eε : 2 : BP を求めると，

Eε : 2 : BP= 4ε3 (1− ε)5 + 5ε4 (1− ε)4 + 4ε5 (1− ε)3

+2ε6 (1− ε)2 (2.1)

となる．図 6 に誤送信受諾率 Eε : 2, Eε : 2 : PB1,

Eε : 2 : BP をグラフで表わす．冗長 bit を通常の Par-

ity Bit から Block Parity 方式へ増大させることによ

図 6 誤送信受諾率

り，誤送信受諾率が著しく減少することがわかる．
以上より，2×2 Block Parity における復号誤り率

Pε : 2 : BP を求めると，

Pε : 2 : BP= P (B2: BP : Reject) = 1− P (B2: BP : Accept)

= 1− {
(1− ε)8 + Eε : 2 : BP

}
を得る．図 7 に，Eε : 2 : PB1, Eε : 2 : BP ,Pε : 2 : PB1,

Pε : 2 : BP をグラフで示す．1 Parity BitをBlock Par-

ity Bitsへと増やすことによって，Bε : 2 : BP : Accept が急
激に縮小しEε : 2 : BP が激減すると同時に，その分，復号
誤り率 Pε : 2 : BP が急激に増加している．これは，誤送
信結果拡散コストと再送コストを巡るトレードオフに関
し，前者を縮小させ後者を増大させていることを意味す
る．ε = 0.2 のとき Eε : 2 : BP = 0.0145, Pε : 2 : BP =

0.8177 であり，誤送信結果が拡散する割合は 1.5％弱
であるのに比べ，80％を超える送信通信路符号が再送
されることになる．
この原因は，Parity Bit 方式によって誤送信を検出

することはできても，訂正することはできないことに
起因する．誤送信を検出後，誤りが訂正できれば，す
べての受信を受諾し，再送コストを 0とすることがで
きる．ただし，すべての誤りを正しく訂正できるとは
限らず，どれだけ誤送信受諾率を抑え，それによって誤
送信結果が拡散するコストを制御できるかが鍵となる．

3. ハミング符号：誤送信検出・訂正符号

1950 年，送信された符号語の成分に生じた 1 個まで
の誤りを検出・訂正できる符号を開発したのは，アメ
リカのAT&Tベル研究所（当時）の研究者であったリ
チャード・ハミング (Richard W. Hamming) [77] で
ある．1915 年，シカゴで生まれたハミングは，技術者
になることを志したが，1929 年の大恐慌後のアメリカ
では奨学金が著しく削減されており，ようやくのこと
でシカゴ大学 (University of Chicago) から奨学金を
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図 7 1 Parity Bit vs Block Parity Bits

得たが，当時のシカゴ大学には工学部がなかった．こ
のことは，コンピュータ・通信科学にとって僥倖であっ
た．仕方なく数学を専攻したハミングは，1937 年に
学部を卒業後，1939 年，ネブラスカ大学 (University

of Nebraska) で修士号を修め，1942 年にはイリノイ
大学アーバナ・シャンペーン校 (University of Illinois

at Urbana-Champaign) から博士号を授与された．そ
のまま 2 年間，イリノイ大学で数学講師を務めた後，
1944 年，ルイビル大学 (University of Louisville) で
数学助教授の職を得た．第 2 次世界大戦が戦われてい
る中，1945年，ロスアラモス研究所 (Los Alamos Lab-

oratory) に招請されてマンハッタン計画 (Manhattan

Project) に参画，IBM の計算機を使って物理学者が
要請するさまざまな方程式の数値解を計算する仕事に
従事した．後に，何やらわからぬままに核爆弾の起爆
確率を計算させられたと知ってショックを受けたと述
懐している．
終戦後の 1946 年，ハミングは弾力性理論の研究を

担当する研究者としてベル研究所に就職した．そこで，
シャノンとオフィスを共有することがあったと伝えら
れている．ベル研究所では，マンハッタン計画での経
験を買われて，本来の研究はそっちのけで同僚が必要
とする複雑な数値計算を引き受けることで忙しかった．
1947 年のある金曜日，ハミングは長く複雑な計算を

週末の間に実行させるべく計算機を設定してから帰宅
した．月曜日に研究所に出勤すると，計算の早い段階で
誤作動が起きたことが判明し，それ以後のすべての計算
が無駄になったことを知った．ハミングは，Parity Bit

によって誤作動の発生がわかるのであれば，それがど
の箇所で起きたかを知り訂正する手立てもあるはずだ
と考え，この研究に取り組むようになる．1950 年，そ
の成果を論文 “Error detecting and error correcting

codes”（誤送信検出・訂正符号）として Bell System

Technical Journal 4 月号に発表，コンピュータ・通

信科学の分野で，シャノンと並び称される名声を確立
した．以下，その概略を解説する．
まず，{0, 1} 上での四則演算 ⊕,�,⊗,� を『通常の

整数の演算結果を 2で割った余り』と定義することか
ら始める．具体的には，以下のとおりに定義される．

⊕ 0 1

0 0 1

1 1 0

� 0 1

0 0 1

1 1 0

⊗ 0 1

0 0 0

1 0 1

� 0 1

0 0

1 1

たとえば，1⊕ 1 は，1+ 1 = 2 を 2で割った余り 0と
なる．この ⊕ は，前述した排他的論理和 (XOR)と一
致する．同様に，0− 1 = −1 = (−1)× 2 + 1 と書け
るので，0� 1 = 1 となる．⊕ と � が全く同等である
ことを注意しておく．乗法と除法は，通常の整数の演
算と一致する．一般的に，四則演算が定義される集合
を体と呼ぶ．
2 以上の整数 m に対して，0と 1を要素にもつ m

次元行ベクトルの集合を F̂m
2 ，そこから 0 ベクトルを

除去した集合を Fm
2 = F̂m

2 \ {0} と定義する．以下，
F̂m
2 上での四則演算は，⊕,�,⊗,� に従うものとする．
いま，送信符号が vI ∈ Fn−m

2 として与えられている
とする．ここで，n = 2m − 1 である．このとき，m

Parity bits からなるベクトル vP ∈ F̂m
2 を付加し，送

信通信路符号 v = [vI，vP ] を生成することを考える．
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今後，前者を情報ベクトル，後者を Parity ベクトルと
呼ぶことにする．ハミングが目指したのは，v を送信
した際，誤送信が 1ヶ所でしか起こらないとして，そ
れを検出し訂正できるように vP を定める方式を確立
することにあった．
m 次元行ベクトルの集合を Rm，m × n 行列の集

合をRm×n と表わす．ハミングは，まず，Fm
2 のすべ

ての要素を列ベクトルとしてもつ行列 H をハミング
Parity検査行列と定義した．便宜上，m 次元単位行列
を右側に置くと定め，

H = [W , Im] ∈ Rm×n (3.1)

と表わすことにする．ここで，W ∈ Rm×(n−m) は単
位ベクトルを除いた Fm

2 の要素を横に辞書式順序1の
昇順にしたがって並べた行列，Im は m 次元単位行列
である．m = 3 の場合は以下のようになる．

H =

⎡
⎢⎢⎣

0 1

1 0

1 1

1 1

1 1

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ (3.2)

ハミングの着想は，送信通信路符号を H の零空間
に限定することにあった．すなわち，送信通信路符号
の集合 AH を

AH = {v ∈ Fn
2 : vHT = 0} (3.3)

と限定したのである．ここで，生成行列と呼ばれる行
列 G を

G =
[
In−m,W T

]
∈ R(n−m)×n (3.4)

と定義すると，次の定理が成立する．

定理 3.1

v = [vI ,vP ] ∈ Fn
2 とする．このとき，

v ∈ AH ⇐⇒ ある u ∈ Fn−m
2 が存在して，v = uG

[証明]

v ∈ AH とすると，(3.1), (3.3) 式より，

vHT = [vI ,vP ]

⎡
⎣ W T

Im

⎤
⎦ = vIW

T ⊕ vP = 0

1 辞書式順序：a = [a1, · · · , an] , b = [b1, · · · , bn]
∈ Rn に対し，a0 = b0 としたとき，ある j ∈ {1, · · · , n}
が存在して，ai = bi, i = 0, · · · , j − 1; aj < bj が成立する
とき，b は辞書式順序で a より大きいと呼び，a ≺L b と書
く．ここで，L は Lexicographically larger（辞書式で大き
い）の頭文字である．

となり，これより

vP = 0 � vIW
T = 0⊕ vIW

T = vIW
T

を得る．したがって，u = vI とおくと (3.4) 式より，

uG = vIG =
[
vI , vIW

T
]
= [vI ,vP ] = v

となって，=⇒ が成立する．
逆に任意の u ∈ Fn−m

2 に対して v = uGとすると，

vHT = (uG)HT=u
[
In−m,W T

]⎡⎣ W T

Im

⎤
⎦

=u
[
W T ⊕W T

]

が成立する．ここで，W T ⊕W T は要素がすべて 0の
行列となるので vHT = 0，よって定理が証明された．

�

送信符号集合を A とすると，vI ∈ A に対して v =

vIG と変換すると，定理 3.1より v ∈ AH ⊂ Fn
2 が成

立する．これを送信する際，ノイズ発生による誤送信発
生の可能性を考慮し，e ∈ F̂n

2 として，r = v+e ∈ Fn
2

が受信されたとしよう．誤送信が高々 1ヶ所でしか発
生しないと仮定すると，発生しない場合は e = 0，第
j 要素で発生した場合は e は n 次元の第 j 単位ベク
トルとなる．
受信側で r に右側から HT を掛ける変換を施すと

rHT=(v + e)HT=vHT + eHT=0+ eHT=eHT

となる．この結果，eHT が 0ベクトルである場合は，
r ∈ AH となり，そのまま vI を受諾する．eHT が
ハミング Parity 検査行列 H の第 j 列と一致した場
合は，e は n 次元の第 j 単位ベクトルであることを
意味し，そこで誤送信が発生しているので，v の第 j

要素の 0-1を反転させたうえで，vI を受諾する．以上
を，ハミング符号化・復号アルゴリズムとしてまとめ
ておく．

ハミング符号化・復号アルゴリズム
[1] 情報ベクトル vI ∈ A に対し，送信通信路ハミン
グ符号 v = vIG ∈ AH を生成し，それを送信

[2] 受信通信路符号 r に復号変換 rHT を実行
[3] rHT = 0 であれば，vI をそのまま受諾
[4] rHT 
= 0 であれば，rHT はハミング Parity検
査行列 H のどれかの列ベクトルと一致する；第
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j 列と一致した場合は，v の第 j 要素の 0-1を反
転させたうえで受諾

ハミング符号化・復号アルゴリズムは，誤送信が高々
1 ヶ所でしか発生しない場合，すなわち，e = 0 か e

が n 次元単位ベクトルである場合は，正しい情報ベク
トルを受信できるが，後述するように，2 ヶ所以上で
誤送信が発生すれば，誤った情報ベクトルを正しいも
のとして受信してしまう．これを具体的に見るため，
(3.2) 式に与えられた H を用いて，CaseI ∼ IV ま
で，ハミング符号化・復号アルゴリズムの四つの数値
例を示す．

[1] vI = [1, 1, 0, 1]

v= vIG = [1, 1, 0, 1]

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1

⎤
⎥⎥⎥⎦

= [1, 1, 0, 1, 0, 0, 1]

CaseI

[2] e = [0, 0, 1, 0, 0, 0, 0] の誤送信が発生
r = v + e = [1, 1, 1, 1, 0, 0, 1]

rHT =r

⎡
⎢⎣

0 1

1 0

1 1

1 1

1 1

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥⎦
T

=[1, 1, 0]

[3] rHT は HT の 3 列目と同じなので，r =

[1, 1, 1, 1, 0, 0, 1] を r = [1, 1, 0, 1, 0, 0, 1] と訂正
して [1, 1, 0, 1] を受諾（誤送信の訂正に成功）

CaseII

[2] e = [1, 0, 1, 0, 0, 0, 0] の誤送信が発生
r = [0, 1, 1, 1, 0, 0, 1]

rHT =r

⎡
⎢⎣

0 1

1 0

1 1

1 1

1 1

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥⎦
T

=[1, 0, 1]

[3] rHT は HT の 2 列目と同じなので，r =

[0, 1, 1, 1, 0, 0, 1] を r = [0, 0, 1, 1, 0, 0, 1] と訂正
して [0, 0, 1, 1] を受諾（誤送信を受諾）

CaseIII

[2] e = [0, 0, 1, 0, 0, 1, 0] の誤送信が発生
r = [1, 1, 1, 1, 0, 1, 1]

rHT =r

⎡
⎢⎣

0 1

1 0

1 1

1 1

1 1

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥⎦
T

=[1, 0, 0]

[3] rHT は HT の 5 列目と同じなので，r =

[1, 1, 1, 1, 0, 1, 1] を r = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] と訂正
して [1, 1, 1, 1] を受諾（誤送信を受諾）

CaseIV

[2] e = [0, 0, 0, 0, 1, 0, 1] の誤送信が発生
r = [1, 1, 0, 1, 1, 0, 0]

rHT =r

⎡
⎢⎣

0 1

1 0

1 1

1 1

1 1

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥⎦
T

=[1, 0, 1]

[3] rHT は HT の 2 列目と同じなので，r =

[1, 1, 0, 1, 1, 0, 0] を r = [1, 0, 0, 1, 0, 0, 0] と訂正
して [1, 0, 0, 1] を受諾（誤送信を受諾）

rHT 
= 0 の場合，rHT ∈ Fn
2 となるので，rHT

は必ず HT のどこかの列と一致し，r の該当箇所を
1ヶ所だけ訂正したうえで受諾することになる．した
がって，ハミング符号化・復号アルゴリズムでは，送信
されたすべての通信路符号を受諾することになる．こ
こで問題となるのは，受諾した情報ベクトルの結果が
正しい確率である．
① rHT = 0 の場合，誤送信は発生しておらず，正
しい情報ベクトルが受信される

② 誤送信が 1 ヶ所で発生した場合，rHT は HT

の発生箇所に該当する列ベクトルと一致し，訂正
が適正に行われ，正しい情報ベクトルが受信され
る (CaseI)

③ 誤送信が情報ベクトルの 2 ヶ所以上のみで発生
した場合，ハミング符号化・復号アルゴリズムで
は高々 1 ヶ所の訂正しか行わないので，誤った情
報ベクトルが受信される (CaseII)

④ 誤送信が情報ベクトルの 1 ヶ所と Parity ベクト
ルの 1 ヶ所以上で発生した場合，後者の発生箇
所に該当する単位ベクトルが，HT の前者の該
当箇所の列ベクトルに加算されるので，その結果
が同じHT の列ベクトルになることはない；し
たがって，情報ベクトルの誤送信は訂正されな
いままになり，誤った情報ベクトルが受信される
(CaseIII)

⑤ 誤送信が Parityベクトルの 2 ヶ所以上のみで発
生した場合，単位ベクトルの和は単位ベクトルと
はならないので，rHT は HT の情報ベクトル
に対応する列ベクトルのどれかと一致する；した
がって，情報ベクトルの該当箇所に誤った 0-1変
換が施されることになり，誤った情報ベクトルが
受信される (CaseIV )
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図 8 Block Parity 方式 vs．ハミング方式

以上より，ハミング符号化・復号アルゴリズムでは，
誤送信が高々 1 ヶ所で発生した場合にのみ正しい情報
ベクトルが受信され，2 ヶ所以上で誤送信が発生した
場合は，誤った情報ベクトルが受信されることがわか
る．これにより，以下の定理が成立する．

定理 3.2

2 以上の整数 m に対して n = 2m − 1 とし，長さ
n−m の情報ベクトルを，ハミング符号化・復号アル
ゴリズムに基づいて，2 元対称通信路を通して送信す
るとする．このとき，情報ベクトルが正しく受信され
る確率 Pε : H : Accept : Right と，誤って受信される確率
Pε : H : Accept : Wrong は，次の式で与えられる．

Pε : H : Accept : Right = (1− ε)n + nε (1− ε)n−1

Pε : H : Accept : Wrong = 1− Pε : H : Accept : Right

m = 3, n = 7 の場合，情報ベクトルの長さは
n − m = 4 となる．このとき，Block Parity 方
式の結果である Pε : 2 : BP : Accept : Right = (1− ε)8

と (2.1) 式の Eε : 2 : BP を，ハミング方式の結果で
ある Pε : H : Accept : Right と Pε : H : Accept : Wrong に対
比した結果を，図 8 にグラフで示す．Eε : 2 : BP と
Pε : H : Accept : Wrong は，ともに，誤送信の結果が拡散
してしまうリスクを表わしている．Block Parity方式
の場合は

Pε : 2 : BP = 1−(Pε : 2 : BP : Accept : Right + Eε : 2 : BP )

の確率で，再送に必要となるコストが隠されているこ
とに注意する必要がある．この点を明確にするため，
表 4にそれぞれの確率を示してある．0 < ε ≤ 0.05 程
度であれば，ハミング方式の優位性は明らかである．
1 個の誤送信を検出・訂正できるのであれば，複数個

の誤送信を検出・訂正できるアルゴリズムを追い求める
ことは自然である．これが実現できれば，より大きな ε

表 4 Block Parity 方式 vs．ハミング符号

の値にも対応できることになる．この方向での研究の
アイデアは，必要となる情報ベクトルの数 |A|は応用
環境で決まるので，送信通信路ハミング符号 v ∈ AH

の次元を拡大することによって，AH の要素間の距離
を離すことができるという点にある．
具体的には，x,y ∈ Fn

2 のハミング距離 dH (x,y)

を二つのベクトルの異なる要素の数，すなわち，

dH (x,y) = |{j : xj 
= yj , j = 1, · · · , n}| (3.5)

と定義する．いま，i = 1, · · · , |A| に対し，情報ベク
トル vI (i) ∈ A に対応して，送信通信路ハミング符号
v (j) ∈ AH ⊂ Fn

2 が生成されるとする．ここで，AH

に属するベクトル間の最小距離 d (AH) を
d (AH) min

1≤i,j≤n
i�=j

dH (v (i) ,v (j)) (3.6)

と定義すると，この値は送信通信路符号に生じた誤
りを何個まで訂正できるかの指標となる．すなわち，
vI (i) ∈ A から生成された v (i) ∈ AH ⊂ Fn

2 が送信
された結果，誤送信の可能性を含めて r = v+e ∈ Fn

2

が受信されたとする．すると，少なくとも d (AH) 個
の誤送信が発生しない限り r /∈ AH とはならないの
で，これによって d (AH) − 1 個までの誤送信が検出
できることになる．
さらに，v (i) ∈ A を中心とするハミング距離で半

径 t の球 S(v (i)) を

S(v (i)) = {x ∈ Fn
2 : dH (x,v(i)) ≤ t} (3.7)

と定義し，d (AH)− 1 を 2で割った際の最大整数とし
て t = �{d (AH)− 1} /2
 と設定すると，S(v (i)) は
v (i) ∈ AH に高々 t 個までの誤送信が発生した際に
得られる受信通信路符号の集合となる．また，

2t+ 1 = 2 �{d (AH)− 1} /2
 + 1

≤ {d (AH)− 1}+ 1 = d (AH)
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となるので，

S (vI (i)) ∩ S (vI (j)) = φ, i 
= j (3.8)

が成立する．したがって，受信通信路符号について
r ∈ S(v (i)) であれば，ハミング距離で最短にある
送信通信路符号 v (i) が特定できることになる．
以上より，複数個の誤送信を検出・訂正するアルゴ

リズムを確立する問題は，
① 符号語数 |A| と通信路符号長が与えられたとき，
送信通信路符号 AH を d (AH) が最大になるよ
うに定めること

② 受信通信路符号 r に対し，r ∈ S (v (i))を満たす
i ∈ {1, · · · , n} を決定し，見つかれば r を v (i)

で置き換えて受諾；r /∈ AH と判定されれば何も
しないか，再送を依頼すること

という問題に帰着する．こうした誤り訂正符号に関す
る研究は 1960 年代に注目を集め，現在では符号理論
と呼ばれる独立した研究分野を構成している．興味あ
る読者は，文献 [78]を参照されたい．
次回は，これまで述べてきた受信側の理論を特殊な

事例として含むシャノンの第二基本定理を，より一般
的な枠組で紹介する．
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wiki/Francois Viéte（2021 年 12 月 14 日閲覧）

[7] E. T. Bell, Men of Mathematics Volume 1, Simon &
Schuster, 1937．（田中勇・銀林浩訳，『数学をつくった人
びと上』，東京図書，1976．）
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