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イマジナリーキューブパズルの楽しみ方
立木　秀樹

イマジナリーキューブパズル 3H=6T は，H と呼ばれる多面体 3 個と T と呼ばれる多面体 6 個を立方体の
箱にすべて入れるというものです．筆者は，このパズルを用いた出前授業を何度も行ってきました．本稿では，
このパズルを用いて数学のどういう側面を教えようとしているかについて，それから，このパズルの裏側にある
数理やそれにたどり着いた経緯について，お話します．
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1. はじめに

イマジナリーキューブパズル 3H=6T は，図 1左の
H と呼ばれる多面体 3 個と図 1右の T と呼ばれる多
面体 6 個を一辺の長さ 2 の立方体の箱にすべて入れ
るというものです（図 2）．
遊び方は単純だし，目の前でいろんな人が楽しそう

に解いてくれているのを見てきて，いいパズルに仕上
がっていると自負しています．しかし，私がこのパズ
ルを世に出した意図は，ただ単にパズルを解くのを楽
しんでもらうことではありません．このパズルを通じ
て，この裏にある幾何学に気がついてもらいたい，そ
して，その美しさに感動してもらいたいという思いか
らです．私は，このパズルを入り口とした，立体の幾
何やフラクタルに関する授業を京都大学で行っていま
す．また，このパズルは中高の数学教育に有効ではな
いかと考えていて，毎年，3，4 校ほどに出向いて出前
授業を行っています．本稿では，このパズルの裏側に
ある数理やそれにたどり着いた経緯について，それか
ら，このパズルを用いて数学のどういう側面を教えよ
うとしているかについてお話したいと思います．

2. イマジナリーキューブパズル 3H=6T

いつも授業で行っているストーリーに従って，この
パズルの解説をします．
図 3のように，正四面体は，きれいに立方体の箱に

おさまります．そして，箱に入れた状態で箱の面方向
から見ると，どちらから見ても面全体にひろがって正
方形に見えます．このように，立方体と同じように，互
いに直交する 3方向から見て正方形に見える立体をイ
マジナリーキューブと呼ぶことにします．図 1のよう
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図 1 多面体 H と T

図 2 3H=6T パズル

図 3 正四面体はイマジナリーキューブ

に，パズルの立体 H は，六角錐を二つ底面でくっつ
けた 12 面体（重六角錐，Hexagonal bipyramid）で
す．また T は，三角錐を半分の高さに切って，上の面
を 60 度回転させた 8 面体（反三角錐台，Triangular
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図 4 H（左）と T（右）を立方体に入れたところ

antiprismoid）です．これは，三角柱の片方の面の 3頂
点の周りを，辺の中点と反対側の頂点を結んでできる
二等辺三角形で切った形ともいえます．これら二つの
立体もイマジナリーキューブになっているのですが，
わかりますか？
図 4で，箱の辺上にある頂点は辺の中点にあります．

H は軸の周りで 60 度回転させても立方体の箱に入れ
ることができます．すなわち，2 組の互いに直交する
3 方向を合わせた 6 方向から見て正方形に見えるダブ
ルイマジナリーキューブです．
パズルには，この立方体にあたる小さな箱も用意さ

れていて，まずは個々の立体を小さな箱に入れること
から始めるのですが，これ自体が結構面白いパズルに
なっています．このパズルのピースは，重六角錐イマ
ジナリーキューブ，反三角錐台イマジナリーキューブ
と呼ぶのが適当なのでしょうが，省略して H と T と
呼ぶことにしています．
さて，このパズルの箱は，H と T が 1 個おさまる

箱の 2 倍の大きさをしています．よって，8 個までな
ら容易に入るはずですが，ここには H が 3 個と T が
6 個の合わせて 9 個あります．どうやったら入れるこ
とができるのでしょうか？
パズルとしてはノーヒントであれこれ考えるのが楽

しいですが，説明書にはヒントが用意されており，そ
れに従いながら考えると，それほど難しくなく解ける
ようになっています．授業は通常 2 時間かけて行いま
すが，適宜ヒントを与えながら，1 時間目の授業で全
員が解けるようにします．
ヒント 1：小さな箱に入れる要領で 8 個まで入れて

みましょう．どうすればもう一つ入れることができる
でしょうか？
ヒント 2：最後の一つは，立方体を切った部分を真

ん中に集めてスペースを作ってそこに入れることを考
えましょう．真ん中には H と T のどちらをもってく
ればいいでしょうか？
ヒント 3：ピースの間に隙間がないように入れるこ

とができます．ピースの間に隙間をなくすためには，

隣り合うピースは同じ形の面同士が接するように入れ
る必要があります．
このヒント 3により，一つ目のピースを，箱の中心

に空間があくように入れると，残りの入れ方がおのず
と決まってきて，ピースの間に隙間がない形でパズル
を解くことができます．たとえば，図 5左のように H

を置くことから始めたときは，箱の真ん中には図 5右
のように T が配置されます．ピースの間に隙間のな
い解は，箱の回転で同じものを同一視すると一通りし
かありません．そしてその解は，頂点方向から見ると，
図 6のようにきれいな 3回対称性をもっています．

図 5 左：一つ目のピースの入れ方の例，右：真ん中の T
の配置

図 6 パズルの解

図 6のようにきれいに入れることができるのは，T

が大きな箱の中心に配置できるからです．周りの 8 個
の立体が大きな箱の中心に作る穴は図 5右の形をして
います．つまり，T はこの形でもあるのです．このこ
とは，T の 3 本の対角線が一点で交わり，お互いに直
交していることを意味しています．これでもし，交点
から 6 個の頂点までの距離が同じなら，その立体は正
八面体です．それに対して，T では交点から頂点まで
の距離は二つあり，長い方は小さな箱の 1辺の長さと
同じで，短い方は長い方の半分の長さです．これによ
り，図のように座標をとれば，T のすべての頂点は，
3 本の座標軸上に取ることができます．このように，
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イマジナリーキューブでもあるし，頂点の周りに配置
できる立体でもあるという，T の立方体に対する二つ
の関係性が，このパズルの背後にあります．この美し
い幾何学をより多くの人に楽しんで欲しいというのが，
私のこのパズルに込めた思いです．

3. パズルの証明

大抵の人は，上記のパズルの説明で満足してくれま
す．しかし，本当にこれで満足していいのでしょうか．
T が上に述べた性質をもっていることは，T をながめ
たり 9個のピースを箱にきれいに入れたりして経験的
に納得したことです．あるいは，私の話を信用しきっ
ているという面もあるでしょう．しかし，人間の視覚
や感覚はあてにならないもので，実は小さな隙間があっ
たり，何らかのずるが仕掛けられているかもしれませ
ん．ましてや人の話は，その人が勘違いしている可能
性や，騙そうという意図をもって説明している可能性
もあるので，容易に納得してはいけないものです．そ
れを確かなものにするには，図 4右の立体と，図 5右
の立体が合同であることを数学的に証明するしかない
でしょう．
証明といったら一般の人は尻込みをしてしまいそう

ですが，数学に携わる人にとっては，証明をすること
によって，はじめてある事柄が成り立っているとわか
るのであり，それまでは予想でしかありません．そし
て，証明を通じて物事を納得できた瞬間が，数学をし
ていて最も心を動かされる瞬間であり，その感覚を一
般の人にも伝えられたらと考えています．
実は，この T の性質は，直交性を証明するのですか

ら，高校で習うベクトルの内積のちょうどいい練習問
題になっています．高校生相手の授業では，黒板で内
積を計算して見せるのですが，パズルを通じて動機を

図 7 BE と CF の直交性を示す

高めているので，計算を追っていって内積が 0 になっ
た瞬間に，普通の練習問題を解くのでは得られない強
い印象が残っているはずです．
また中学では，簡単な幾何学的な証明を行っていま

す．ここでは，それを紹介します．
図 7 の下半分の立方体に入った T の二本の対角線

BEと CFが直交していて，その交点がこれらを 1:2 に
内分し，その 2の長さが立方体の 1 辺の長さと一致す
ることを証明します．そのために，T の入った立方体
の上にもう一つ立方体をつなげて頂点 G を考えます．
E，F はそれぞれ GC，GB の中点です．このことか
ら，BE，CF は同一平面上にある平行でない直線なの
で，交わることがわかります．そして，台形 EFBC は，
二等辺三角形 GCB の下半分の台形になっています．

図 8 もう一つの二等辺三角形

ところで，これとは別に図 8のように正方形を四つ
並べて，二等辺三角形 G’C’B’ を考えます．これと二
等辺三角形 GCB の 3 辺の長さを比べると，すべて同
じではありませんか．よって，これらは合同です．図
の E’，F’ は G’C’，G’B’ の中点です．よって，台形
EFBC は台形 E’F’B’C’ と合同です． ところで，この
図において，C’F’ と B’E’ は直交し，O’B’=O’C’=1，
O’E’=O’F’=1/2 であることは明らかです．よって，
BE と CF についても同様のことがいえます．以上に
より，証明できました．
このパズルの解は，H と T による空間充填の一部

分になっています．この充填形は 6 回対称性があって
見るからにきれいですし，立方格子とも関係あり，実
際，立方格子とそれを直線 x = y = z の周りで 60 度
回転してできる立方格子の和集合に対するボロノイ分
割になっています．また，正四面体と正八面体による
空間充填が正 16 胞体による 4 次元の空間充填を超平
面で切断したものになっているなど，きれいな空間充
填は高次元空間におけるより単純な空間充填の切断面
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として作られることが多いのですが，この H と T に
よる空間充填は，4 次元空間の正 16胞体による空間充
填のある超平面による切断をある方向に縮小したもの
になっています．詳しくは文献 [1] や文献 [2] を見て
いただければと思います．

4. フラクタル・イマジナリーキューブ

このように，このパズルは二つの多面体 H と T に
よる美しい幾何学を広めたくて考案したものなのです
が，その幾何学にどうやって気がついたのか，それに
ついてお話をしたいと思います．
私は，もともと幾何学の研究者ではなく，プログラ

ミング言語理論の観点から，論理と計算との結びつき
を通じて実数上の計算について研究をしてきましたし，
今も研究の中心はそちらにあります．実数は有限の文
字列では表現できないので，10 進展開などの無限の
展開を表現として用いて計算を考えるわけですが，そ
の展開は，数直線がもつフラクタルな構造に従って行
われます．ですので，もともとシェルピンスキーガス
ケットなどのフラクタル図形には興味がありましたし，
その中でも，シェルピンスキーガスケットの 3次元版
であるシェルピンスキー四面体（図 9 の右側の緑の立
体）は，ハウスドルフ次元が 2であって，フラクタル
としてスカスカな構造をしているのに，辺方向からの
射影が正方形になる，つまり，イマジナリーキューブ
になっているということで，特に興味があり，これを
用いたオブジェを制作したり，中高に出かけていって
の工作の模擬授業を行ったりといった活動をしてきま
した．
その自然な流れで，シェルピンスキー四面体以外に，

ハウスドルフ次元が 2 であるフラクタルなイマジナ
リーキューブは存在しないか，興味が湧いてきました．
シェルピンスキー四面体は，1/2 の縮小像を四つ集める
と元に戻る立体ですが，次に考えられる同様の立体は，
1/3 縮小を 9 個集めてもとに戻る立体です．簡単な議
論で，回転を含まないような縮小写像だけを考えた場
合には，そのようなフラクタルイマジナリーキューブ
は 二つだけ存在することがわかりました．それらのフ
ラクタル (T-fractal，H-fractal) の模型に光をあてる
と，フラクタルな影ができ，とても綺麗です．図 9 の
写真は，この三つのフラクタル立体に 3 方向から光を
あてて，それらの影を同時に写真におさめたものです．
この三つのフラクタルの影が連続に変化していく姿を
紹介した動画が YouTube チャンネル1 にありますの
で，よかったらご覧ください．その影の中には，正方

図 9 フラクタルイマジナリーキューブ t-fractal（黄），H-
fractal（赤），シェルピンスキー四面体（緑）

形以外にも面積をもったタイリング図形がたくさん現
れるのですが，最近，そのような図形が現れる射影の
方向を特定することができ，論文にまとめました [3]．
この論文には，この二つのフラクタルの構成について
も丁寧に書かれています．
さて，シェルピンスキー四面体は正四面体を元に作

られていましたが，それと同様の多面体が，これら二
つの魅力的なフラクタル立体に対してもあるでしょう
か．それを求めるために，これらのフラクタルの凸包
をとってみました．そうして出てきたのが，このパズ
ルの二つの多面体 H と T です．早速，この二つの多
面体を紙でつくってみたのですが，同じ二等辺三角形
の面できれいにつながるではありませんか．しかも，
それを繰り返していくと，この二つの立体は 3次元空
間を充填します．こんなきれいな形はもっと特徴があ
るはずだと思って調べていると，きれいな性質がいろ
いろ出てきます．この驚きを広めたいと考えてデザイ
ンしたのが，このパズルです．
そうして，京都大学総合博物館ショップにお願いし

てパズル付きの本として商品化していただいたのが，今
から 10 年前の 2012 年のことです [4]．そのパズルは
木製で，特殊な技能をもった方に一個一個手作業で作っ
ていただいたので，精度や質感は最高だったのですが，

1 Hideki Tsuiki，フラクタルイマジナリーキューブに関す
る YouTube チャンネル
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図 10 イマジナリーキューブパズル 3H=6T

量産ができませんでした．そこで，2021 年に，イメー
ジミッション木鏡社から，その普及版にあたるプラス
チック製のパズルを作っていただきました（図 10）．

5. おわりに

このように，最初は実数のコーディングについて考
えていたのが，シェルピンスキー四面体，フラクタル
イマジナリーキューブ，H と T という多面体による
空間充填，パズルと展開してきました．このパズルや
立体の研究を通して，今までとは違うコミュニティの
人と接する機会が増え，研究とは面白い展開をしてい
くものだとつくづく思います．
このパズルを用いた授業は，パズルを解く頭の体操

としての楽しみだけでなく，立体を組み立てるという
手作業が入り，その結果出てきた立体は美しく，いろ
んな数学と結びついています．そして何より，証明の
大切さを教えることにもつなげることができます．こ
のパズルの 40 個のセット（3D プリンタで作成したも
のも加えたら 80 セットになります）をもっていろんな
学校に行って授業を行うのが私の楽しみになっていま
す．ですが，このパズルを使った授業は，私が細々と
行っているだけではいつか終わってしまいます．もっ
と多くの場所で教材として使われるようにすることが，
私の次の目標です．このパズルを用いた授業に興味が
おありの方がいらっしゃれば，パズルをお貸しします
ので，ご一報いただければ幸いです．
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