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連載

世界をORする視線 (18)
第I部　通信・デジタル技術の発展

(3)コンピュータの発展：コンピュータ科学の
数学的基礎（続き5）

住田　潮

（註：本稿は前回からの続きであるので，文献リス
トは継続し，新たに必要となる分を追加する）

1. 通信システムの一般モデル

通信の本質は，ある地点で用意されたメッセージを
コード化したうえで信号に変換し，それを送信するこ
とにより，別の地点で元のメッセージを復元すること
にある．メッセージ自体は，当然，意味を伴うが，たと
えば受信された文章，音楽や画像に対して受信者がど
のような解釈を与えるかは千差万別である．通信シス
テムを工学的に捉えようとするならば，情報の価値や
量を定義するに際し，そのような意味的側面を引き剥
がす必要がある．情報科学のパイオニアたちは，この
必要性を直感的に把握し，厳密な表現を与えることに
苦労した．連載第 16 回で論じたように，ナイキストは
通信に内在する情報量を，単位時間内に送信できる文
字数の対数値と通信スピード（1 秒間に送信できる単位
時間の数）で表わすことを提案し，これを「Intelligence

（インテリジェンス）」という曖昧な概念で表わした．
ハートレーは「Information（インフォーメーション）」
という言葉を考案して Intelligenceという概念の曖昧
さを払拭し，数学的にはナイキストの式を一般化した
が，心理に影響される意味的内容を捨て去ることの重
要性を説明するのに，さまざまな事例を駆使して苦労
した．
これらの先駆的研究を受けて，1948 年，シャノンは

情報と通信に関する記念碑的論文「The Mathematical

Theory of Communication（通信の数学的理論）」を
発表，翌年，書籍版を出版した．この論文の偉大さは，
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図 1 シャノンの通信一般モデル

どのような通信システムをも網羅することのできる一
般モデルを確立，通信に伴う量と価値を厳密に定義し
たうえで，さまざまな課題を構造的に分解・把握し，
各課題に対して数学的な回答を与えた点にある．この
体系の中で，通信理論を確立するためには，通信内容
の意味的側面を無視すべきであるという視点の重要さ
も，自ずから明らかとなった．シャノンは，「情報の価
値はメッセージを用意する際の選択の自由度に基づい
て計量化されるべきである」という普遍的本質を見抜
き，確率論を主要な解析の道具として用い，情報理論
を全く新しい科学分野として確立したのである．
シャノンが構想した通信システムの一般モデルは，

図 1に示すようにシンプルなものである [12]．
① 情報源でメッセージが作成される
② 送信機は，メッセージを符号化したうえで，通信
可能な信号へと変換する

③ 通信路は，送信機から受信機へと信号が通過する
媒体である

④ 通信路を通過する信号に対して，雑音源は歪みや
乱れを発生させる

⑤ 受信機は，送信機とは逆の操作を行い，メッセー
ジを復元する

⑥ 受信者は，復元されたメッセージを受け取る
この単純な構造モデルの長所は，アナログ通信，デジタ
ル通信，DNA-RNAが媒介する人間の生体システムに
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おける情報伝播，暗号システムなど，あらゆる通信シ
ステムを網羅できる点にある．シャノンは，六つのブ
ロックで構成されるモデルの各段階に対応して解明す
べき課題を明らかにし，それらを数学的に解析したう
えで統合化することにより，異なる通信システムを共
通の視座から眺めることを可能にする「情報理論」と
いう全く新しい科学分野を切り拓いた．

2. 情報と情報量

シャノンは，前節で述べた通信システムの一般モデ
ルを数学的に解析するためには，情報源で作成される
メッセージの意味を問わずに「メッセージの価値」を
定量的に把握する方法論が必要であると考えた．すな
わち，メッセージを情報として捉え，意味内容に依存
しない形で，その情報の量と価値を定める基本単位を
決めることを出発点としたのである．そうした体系を
構築するに際しては，どのような理論構築においても
そうであるように，
1) 常識的な直観と整合性をもつこと
2) 計算上，扱いやすいこと

という普遍的な課題を克服する必要があった．
「私は，今日，象を見た」（文章①），「私は，今日，友
人と一緒に動物園で，巨大な象を見た」（文章②），と
いう二つの文章を比較して見たとき，誰しも，文章②
の方が文章①よりも情報量は大きいと思うに違いない．
それは，文章①の提供する内容に加えて，文章②では，
「友人と一緒に」「動物園で」「巨大な象」という新たな
情報が付加されているからである．このような情報量
に関する経験的理解を「意味を引き剥がして」捉える
べく，シャノンは「メッセージとは選択である」とい
う観点を着想した．上述した二つの文章の例を，この
観点から整理してみよう．

日本語を用いて生成される文章全体の集合を Ω と
し，文章①と内容的に矛盾しない Ω の部分集合を F1，
文章②に関するそれを F2 とする．「私は，今日，独り
で町中を歩いていると，痩せた象を見た」という文章
は，文章①の内容と矛盾しないので F1 に属するが，
文章②の内容とは矛盾するので F2 の要素ではない．
すなわち，限定することは選択肢を狭めるのであり，
F1 ⊃ F2 が成立する．有限集合 A の要素の数を |A|
で表わすと，PF1 = |F1| / |Ω| > |F2| / |Ω| = PF2 と
なり，ここから，「確率が小さく，より珍しい内容を教
えてくれる方が，情報量は大きい」という原則を，意
味を引き剥がす形で導くことができる．
もう少し話をわかりやすくするために，公平なサイ

コロを 2 回振った結果の和を当てるゲームを考えてみ
る．起こり得る場合の集合は N = {2, 3, · · · , 12} で
あり，それぞれの生起確率は，表 1で与えられる．こ
こで，二つの情報が与えられたとしよう．

A：和は 4 以下である
B：1 回目に出た目は偶数である

この情報の下で，表 1は表 2のように変わる．常識的
な直観に拠れば，明らかに Aの方が情報量の大きい情
報であり，確率で見ると，P (A) = 1/6, P (B) = 1/2

である．この例に隠される普遍性を見抜き，シャノン
は情報量の満たすべき最初の性質として，次の規則を
採用した．

規則 2.1：発生する確率が低い（珍しい）内容を伝え
る情報の方が，高い内容を伝える情報よりも，情報量
は大きい

ここで，B に対して，さらに次の追加情報 C が与え
られたとしよう．

442（44）Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited. オペレーションズ・リサーチ



C：2 回目に出た目は奇数である
すると，表は表 3のように変わる．
規則 2.1に照らすと，情報BC は明らかに情報 C よ

りも情報量は大きい．確率で見ると，

P (BC) = 1/2× 1/2 = 1/4 < 1/2 = P (C)

である．この例に見られるように，独立な二つの事象
の確率はそれぞれの事象の確率の積となる．人間は，
重さや光量の強度を表す物理量が 2 乗倍されると 2 倍
に感じる感覚をもっており，情報量の増減に対しても
同様の感覚をもつと考えることが自然である．そこで，
次の第 2 の規則が採用されることになる．

規則 2.2：確率の積で決まる情報量の増減を，人間は
和・差として知覚する

規則 2.1と規則 2.2に基づき，シャノンは自己情報
量を以下のように定義した．

定義 2.1　自己情報量
確率 P (A) で生起する事象 A を報せる情報に対し，
その情報のもつ自己情報量を i (A) = − log2 P (A) と
定める．

マイナスの符号があるのは，1より小さい数の対数が
負となるので，情報量を正の数として定義するためで
ある．対数を取ることにより，定義 2.1は「確実に生
起する事象を報せる情報の情報量は 0である」という
直感と矛盾しない．対数の底として 2を採用する理由
は，不確実性に関して最も単純な形である「等確率をも
つ二者択一の問題」に対し，「その解答のもつ自己情報
量を 1とする」ということにある．たとえば，等確率
で表 (Head)か裏 (Tail)が出るコインを投げることを
考え，表が出る事象をH とすると，その自己情報量は，
i (H) = − log2 P (H) = − log2 1/2 = − log2 2

−1 =

log2 2 = 1 となる．これは，コンピュータによる 2進
法演算に適した表記法となっている．
シャノンは，論文執筆に際して周囲の協力を求める

ことをほとんどしなかったが，自己情報量の基本単位
の命名に関しては例外であった．ベル研究所の食堂の
テーブルに集まった同僚に，何か覚えやすい名前はな
いかと相談し，「ビニット」や「ビジット」という候補
が検討の末に却下された後，最後に，当時ベル研究所
に勤務しその後プリンストン大学へ移ったジョン・ワ
イルダー・テューキー (John Wilder Tukey)が提案し

た「binary digit（2進数）を短縮してビット (bit)と
呼ぶ案」が採用された．
前出のサイコロの目の和の例題における情報 B，情

報 C と情報 BC に定義 2.1を適用すると，それぞれ
の自己情報量は，

i (B)=i (C)=−log21/2 = log2 2 = 1

i (BC)=− log2 P (BC)=− log2{P (B)×P (C)}
=− log2 P (B)−log2 P (C)= i (B)+i (C)=2

となり，自己情報量は i (B) = i (C) = 1 から
i (BC) = i (B)+ i (C) = 2 へ和として増大している．

3. 情報エントロピー (entropy)と情報の価値

シャノンは，集合とその補集合の確率の和は常に1と
なるので，情報を議論するのに，単一の事象を取り上
げて議論するだけでは不十分であることも看破してい
た．ある事象に追加情報が与えられると，特定の度合
によってその事象の自己情報量は増加する．しかし，
同時に，その補集合に対応する事象は，自己情報量を
減少させることになる．したがって，「全体的な不確実
性」を指標で捉えるためには，自己情報量の平均を考
える必要があり，シャノンはこの概念を情報エントロ
ピーとして定義した．
全体集合 Ω の部分集合族 X = {Ai ⊂ Ω: i =

1,· · ·,K} が，Ai �= ∅, Ai ∩ Aj = ∅ (i �= j),

Ω = ∪K
j=1Aj を満たすとき，X を Ω の直和分割と

呼ぶ．このとき，それぞれの部分集合の確率の和は∑K
j=1 P (Aj) = 1 となる．

定義 3.1　情報エントロピー
Ωの直和分割X = {Ai ⊂ Ω: i = 1,· · ·,K}に対し，Ai

の自己情報量の平均をX の情報エントロピーと呼び，

IE (X) = −
K∑

j=1

P (Aj) log2 P (Aj) (3.1)

と表わす．

情報エントロピーは自己情報量の平均なので，その基
本単位は自己情報量と同じ「ビット (bit)」であること
を注意しておく．
直和分割X の情報エントロピーは，直和分割を構成

する事象群のどれが実際に起こるのかに関する「わから
なさ」や「不確実性」を表していると考えられる．公平な
コインを 1回投げ，表が出るか裏が出るかを当てる最も
単純なゲームに戻ると，結果の集合は X = {H,T} で
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あり，それぞれの基本事象が直和分割を構成するので，

IE (X)=−1

2
log2

1

2
−
(
1− 1

2

)
log2

(
1− 1

2

)
=1 (3.2)

となり，この X = {H,T} , P (H) = P (T ) = 1/2 の
場合が情報エントロピーの基本単位 1 bit を代表して
いる．
問題をもう少し複雑にして，公平なサイコロを 1 回

振った結果を当てるゲームを考える．起こり得る場合
の集合は N = {1, 2, · · · , 6} であり，直和分割を構成
するそれぞれの基本事象の生起確率は 1/6 である．こ
のとき，N の情報エントロピーは，

IE (N)=−
6∑

j=1

1

6
log2

1

6
=log2 6=2.585 (3.3)

となる．ここで，「A：出た目は偶数である」という情
報が与えられたとしよう．このとき，起こり得る場合
の集合は N|A = {2, 4, 6}，その情報エントロピーは

IE
(
N|A

)
=−

3∑
j=1

1

3
log2

1

3
=log2 3=1.585 (3.4)

で与えられる．追加情報により，情報エントロピーは
IE (N) = 2.585 から IE

(
N|A

)
= 1.585 へと減少し

た．すなわち，結果に対する不確実性が，情報 A に
よって低まったということになる．この差をもたらし
た情報 Aの価値が，情報エントロピーの差として把握
されることになる．より一般的に，Ω に関する二つの
直和分割 X1, X2 が与えられたとき，X1 に対する X2

のもつ情報の相対的価値 V D (X1, X2) を，以下のよ
うに定義する．

定義 3.2　情報の価値
Ω の直和分割を X1, X2 したとき，X1 のもつ情報に
対する X2 のもつ情報の価値を

V D (X1, X2) = IE (X1)− IE (X2) (3.5)

と表わす．

4. エントロピーの歴史的背景

ここで，エントロピーという用語に関する歴史的背景
について，簡単に触れておく．1824 年，フランスの物
理学者ニコラ・レオナール・サディ・カルノー (Nicolas

Léonard Sadi Carnot) [57] は，熱量は保存され，熱
が高温から低温へと移動するときに仕事が発生すると
いう理論を発表した．熱源から仕事を生み出す熱機関

の最大効率を生み出すためには可逆的な過程が必要で
あると考え，「①等温膨張 ⇒②断熱膨張⇒③等温圧
縮⇒④断熱圧縮⇒①等温膨張」という可逆過程を考
案した．この可逆過程はカルノーサイクルと呼ばれ，
その後，熱力学の中心テーマとして重要な役割を果た
した．
カルノーサイクルが発表されると，多くの研究者

がその熱力学的解明に取り組むようになった．電気
エネルギーが熱エネルギーに変わることに注目し，
1840年，ジュールの法則を確立したイギリスの物理学者
ジェームズ・プレスコット・ジュール (James Prescott

Joule) [58]や，熱と仕事が相互に変換可能であること
を発見し，1842 年，エネルギー保存則を確立したドイ
ツの物理学者ユリウス・ロベルト・フォン・マイヤー
(Julius Robert von Mayer) [59]，ジュールが行ってき
た熱の仕事当量に関する実験をもとに，1847年，熱力学
第一法則を導き出したドイツの物理学者で生理学者で
もあったヘルマン・ルートヴィヒ・フェルディナント・
フォン・ヘルムホルツ (Hermann Ludwig Ferdinand

von Helmholtz) [60] など，カルノーサイクルを巡っ
て活発な研究が行われた．
これらの先行研究を受け，熱力学の分野で大きな足

跡を残したのがドイツの物理学者ルドルフ・ユリウス・
エマヌエル・クラウジウス (Rudolf Julius Emmanuel

Clausius) [61] である．カルノーサイクルにおける熱
の出入りを研究し，1865 年，内部エネルギーの変化量
dU は，内部的に成される仕事の変化量 dQ と外部に
成される仕事の変化量 dw に分解できることを示し，
エネルギー保存則である熱力学第一法則を

dU = dQ− dw (4.1)

という式で定式化することに成功した．さらに，「熱は
常に温度差をなくす傾向を示し，したがって常に高温
物体から低温物体へと移動する」という熱力学第二法
則を導出した．特に，カルノーサイクルのような可逆
過程においては，単位温度当りの仕事量変化はサイク
ルが閉じた際にゼロとなる，すなわち∮

dQ

T
= 0 (4.2)

という式によって熱力学第二法則を定式化した．
1865年の論文で，クラウジウスは，可逆性を有する

カルノーサイクルを 1周した時点でその積分値が 0に
なる dQ/T という量に着目し，

dS =
dQ

T
(4.3)
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という定義を導入，その積分値 S をエントロピーと
名付けた．この時点で原子論に基づく統計熱力学は確
立されておらず，エントロピーの変化量 dS が熱機関
の可逆性の指標として導入されたことになる．エント
ロピーの概念は，当時の多くの研究者により反論され
たが，電磁気学の最も偉大な研究者の一人とされたイ
ギリスの理論物理学者ジェームズ・クラーク・マクス
ウェル (James Clerk Maxwell) [62] の強力な支持に
よって，学界に場所を占めることができた．
エントロピーが「乱雑さ」を表わす物理量であること

を証明したのは，統計力学の確立に大きな役割を果たし
たオーストリアの物理学者ルートヴィッヒ・エードゥア
ルト・ボルツマン (Ludwig Eduard Boltzmann) [63]

である．クラウジウスの研究成果を受け，1872 年，ま
ず，熱力学第二法則からエントロピー増大の法則を導
いた [64]．簡単のため，温度 T1 の吸熱源から Q1 の
熱を得て，温度 T2 の排熱源に Q2 の熱を捨てる熱機
関（サイクル）を考える．この熱機関が外部に行う仕
事は式 (4.1) のエネルギー保存則から W = Q1 − Q2

であり，熱機関の熱効率 η は

η =
W

Q1
= 1− Q2

Q1
(4.4)

によって与えられる．カルノーの定理 [65]によれば，
可逆でない熱機関の熱効率には上限が存在し，

η < ηmax = 1− T2

T1
(4.5)

が成立する．式 (4.4)と (4.5)から，
Q1

T1
<

Q2

T2
(4.6)

を得る．すなわち，可逆でない過程において高熱源で
熱を得た後，低熱源でその熱を捨てると，エントロピー
は増大する．上記の議論を有限個の熱源に拡張し，さ
らに熱源の個数を無限大にする極限操作を通して積分
表現に変換すると，一般的なエントロピー増大の法則
を証明することができる．
統計力学において，系の巨視的な状態は，その系の

もつエネルギー，体積，物質量などの巨視的な物理量
の組によって決定される．しかし，それらの巨視的な
物理量を定めたとしても，系の微視的状態は完全には
定まらず，いくつかの状態を取り得る．巨視的な拘束
条件の下で，実現可能な微視的状態の数を状態数と呼
ぶ．1877 年，状態数を W としたとき，ボルツマンは
エントロピー S が次式で与えられることを証明した．

S = k logW (4.7)

式 (4.7)はボルツマンの関係式と呼ばれ，エントロピー
と系の取り得る状態数の対数値を関係付ける比例定数
k は，ボルツマン定数と呼ばれている．
ボルツマンの関係式が意味するのは，微視的状態の可

能な数が増えるに連れてエントロピーは対数関数にし
たがって増大し，逆に，微視的状態が確定的 (W = 1)

であれば，エントロピーは S = 0 となるということ
である．巨視的な情報しか知り得ないとき，微視的状
態の可能な数が増えるということは，それだけ微視的
世界に関する情報が欠如していると理解することがで
きる．この意味で，ボルツマンの関係式は，エントロ
ピーが「微視的世界の乱雑さ」を表す指標としての意
味をもっていることを示している．　
微視的状態 wi, i = 1, · · · , N が確率 P (wi) で実現

する場合，ボルツマンの関係式を一般化し，改めてエン
トロピーをその平均値として定義したのは，アメリカ
の数学者であり理論物理化学者でもあるジョサイア・
ウィラード・ギブズ (Josiah Willard Gibbs) [66] で
ある．具体的には，エントロピーを

S = −k
N∑
i=1

P (wi) loge P (wi) (4.8)

と定義した．この式はギブズエントロピーとも呼ばれ，
式 (3.1) で与えられた情報エントロピーと定数倍の違
いを除いて一致する．
シャノンは，本人の言によれば統計熱力学における

ギブズエントロピーの概念を知らなかったが，「状態あ
るいは情報のもつ不確実性を計量化する」という目的
意識は同じだったのであり，全く別の経路からこれだ
け同等の表現に到達している事実は，「自然界における
真理の有り様」や「人間が理解できることの本質」に
ついて，深く考えさせられる．

5. 情報エントロピーの基本的性質

情報エントロピーの性質を理解するため，まず，式
(3.1) の各項を構成する関数

f (p) = −p× log2 p (5.1)

を考える．f (1) = 0 であり，f (0) は定義されない
が，ロピタルの規則により，p → 0 で f(p) → 0 より，
f (0) = 0 と定義する．
ネピア数を e = 2.718 · · · とすると，0 < p < 1 で

f (p) > 0であり，f ′ (p) = − log2 p−(1/ loge 2)より，

f ′ (p) = − log2(p · e) (5.2)
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図 2 f(p) = −p · log2 p のグラフ

を得る．明らかに p = e−1 で f ′ (p) = 0 となる．さ
らに，式 (5.2)より

f ′′ (p) = − (1/p) · loge 2 < 0 (5.3)

であり，f (p) は p = e−1 で最大値を取る狭義の凹関
数となることがわかる．
狭義の凹関数の性質として，0 < p1 < p2 < 1,

α, β > 0, α+ β = 1, p = αp1 + βp2 であれば，

αf (p1) + βf (p2) < f (p)

αf (1− p1) + βf (1− p2) < f (1− p)

が成立する．これは，図 2に示す f (p) のグラフにお
いて，上の二つの式の左辺を示す斜線よりも関数 f (p)

が上側にあることを意味する．
次の定理で，情報エントロピーの重要な性質の一つ

である，均等確率最大化の法則を示す．

定理 5.1

定義 3.1で，pj = P (Aj) , j = 1, · · · ,K とすると，X
の情報エントロピー IE (X) は p = [p1, · · · , pK ]T に
関して狭義の凹関数であり，制約条件 0 < pj < 1, j =

1, · · · , K,
∑K

j=1 pj = 1, の下では，p∗j = K−1, j =

1, · · · , K で最大値 log2 K を取る．

[証明]

ラグランジュ関数 L (p, λ) = IE (X) −
λ
(∑K

j=1 pj − 1
)
に対し，その停留点を求める．

式 (3.1), (5.1), (5.2) より，j = 1, · · · ,K に対して
∂

∂pj
L (p, λ) = − log2 pj − log2 e− λ = 0

∂

∂λ
L (p, λ) = −

(
K∑

j=1

pj − 1

)
= 0　

図 3 K = 2 の場合の情報エントロピー

が成立する．これを解くと，p∗j = K−1, j =

1, · · · ,K, λ∗ = log2 K − log2 e を得る．また，式
(5.3)より，

∂2

∂pi∂pj
L (p, λ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
− 1

pj
· loge 2 < 0 i = j

0 i �= j

が成立し，L (p, λ)のヘッセ行列は対角行列で，その対角
要素がすべて負となることがわかる．よって，L (p, λ)

は p に関して狭義の凹関数であり，その停留点が制約
条件を満たすことから，そこで最大値 log2K を取るこ
とが証明された．�

定理 5.1は，複数の事象が等確率をもつとき，その
平均的な不確実性は最大になり，そこから，一つの事
象の確率を減少させると，その事象のもつ情報量は増
加するが，その増分はほかの事象の確率和の増加によ
る平均情報量の減少を下回ることを意味する．この関
係を，K = 2 で確率を p = 0.5 から p = 0.4 へ減少
させた場合について，図 3に示す．
次に，事象を分割することによって情報エントロピー

は減少することを証明する．

定理 5.2

全体集合X = {xm : m = 1, · · · , N}に対し，ある条件
を満たす n 個の要素からなる部分集合 A1 とそれ以外
の要素の集合 A2 で構成される直和分割X = A1

⋃
A2

を考える．ここで，新たな直和分割X = X1∪X2 を導
入し，条件を満たす要素も，それぞれに異なる割合で分
割されるとする．分割前の条件成立の有無に関する情報
エントロピーを IE (X)，分割後のそれを IE (X1, X2)
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図 4 X の 2 通りの直和分割

とすると，IE (X) > IE (X1, X2) が成立する．

[証明]

A1 の純度を p = n/N とすると，X の条件成立の
有無に関する情報エントロピーは，

IE (X)=− [p log2 p+ (1− p) log2 (1− p)] (5.4)

で与えられる．p = 0 or 1 の場合，式 (5.4) は数学
的に定義されないが，前回の議論と同様，極限操作に
よってその値を 0と定義する．
新たに，X = X1 ∪ X2 と直和分割されたとき，

Aij = Xi∩Aj , i, j = 1, 2 と定義すると，図 4 に示す
ように，Xi = Ai1 ∪Ai2, i = 1, 2 も直和分割となる．
このとき，|Xi| = Ni, |Ai1| = ni, pi = ni/Ni, i =

1, 2 とおくと，X1 と X2 の情報エントロピーは，

IE (X1) = − [p1 log2 p1 + (1− p1) log2 (1− p1)](5.5)

IE (X2) = − [p2 log2 p2 + (1− p2) log2 (1− p2)](5.6)

となる．さらに，α = N1/N, β = N2/N とおくと，
分割後の全体の情報エントロピーは，

IE (X1, X2) = α× IE (X1) + β × IE (X2) (5.7)

となる．
異なる割合で分割されているという前提から，一般

性を失うことなく p1 < p2 と仮定する．すると実数の
不等式より，

p1 =
n1

N1
<

n1 + n2

N1 +N2
=

n

N
= p <

n2

N2
= p2 (5.8)

すなわち，p1 < p < p2 が成立する．これから，ただ
ちに，1− p1 > 1− p > 1− p2 も結論される．明らか
に，p = α× p1 + β × p2 であるから，図 2に示した
グラフで赤線部分より関数値が上側になる狭義の凹関
数の性質より，

IE (X) > IE (X1, X2) (5.9)

が成立し，定理が証明された．�

情報エントロピー IE (X) は，「ある要素が与えられ
た条件を満たしている」という命題の「わからなさ」あ
るいは「不確実性」を表していると考えられる．定理
5.2 は，分割によってこの「不確実性」が減少するこ
とを意味する．式 (5.9) の差を，

IG (X,X1, X2)=IE (X)−IE (X1, X2)>0 (5.10)

と定義するとき，IG (X,X1, X2) は「X を X1, X2 に
分割することによって得られる平均情報量の増分 (in-

formation gain)」と呼ばれる．この性質が，この連載
の後半で議論する，判別分析の一つである決定木分析
において大きな役割を果たすことになる．

6. 情報源の符号化

情報の量と価値を計る単位として情報エントロピー
の概念を確立したシャノンが次に考えたのは，情報源
からの出力系列を効率的に表現することを目的とする
情報源符号化に関する理論体系の確立であった．ここ
では，植松 [67]に沿って，その概略を紹介する．
定義 3.1では Ω の直和分割 X に対して情報エント

ロピーを定義したが，簡便のため Ω 上の確率変数 X

に対する定義に書き改めたうえで単にエントロピーと
呼び，H (X) で表わすことにする．

定義 6.1　確率変数 X のエントロピー
Ω 上の確率変数 X が確率分布 P [X = x] =

P (x) , x ∈ Ω をもつとき，X のエントロピーを，

H (X) = −
∑
x∈Ω

P (x) log2 P (x) (6.1)

と表わす．

メッセージを符号化するためには，まず，メッセー
ジを表わす記号の集合を考える必要がある．そうした
記号の集合を S としよう．一般的には，S の要素とな
る記号はアルファベットや数字であるが，その他のシ
ンボルを含んでもよく，S は有限集合の場合も無限集
合の場合もある．重要なことは，ある環境で生成され
る可能性のあるメッセージのすべてを，S の要素を並
べることによって表現できるということである．
情報源の符号化は，メッセージを通信に適した信号

へ変換する前段階の手続きであり，何らかの仕組みで
S の要素に有限な 0-1 の列を割り当てることに相当す
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る．B = {0, 1} の要素を k 個並べてできる系列の集
合は，B の k 回の直積集合 Bk = B × · · · × B とし
て表わされる．B∞ =

⋃∞
k=1 B

k とすると，情報源の
符号化は，記号集合 S から有限 0-1系列集合 B∞ へ
の写像と考えられる．

定義 6.2　情報源の符号化と符号語長
(1) 写像 C : S → B∞ を情報符号（以下，単に符号）
と呼ぶ．

(2) C(x) を記号 x の符号語，その長さを符号語長と
呼び，lC (x) = |C(x)| で表わす．

(3) C の逆像 C−1 : B∞ → S が存在するとき，
y = C(x) に対して x = C−1(y) を y の x への
復元と呼ぶ．　

記号 x ∈ S に対して，lC (x) = k =⇒ C (x) ∈ Bk で
あることを注意しておく．

定義 6.3　平均符号長
S 上の確率変数 X に対する符号 C の平均符号語長
LC (X) を

LC (X) =
∑
x∈S

P (x) lC (x) (6.2)

と定める．
情報源の生成するメッセージとは，S に属する記号

を有限個並べて生成される系列である．B∞ の場合と
同様に，Sk = S ×· · ·×S の和集合を S∞ =

⋃∞
k=1 Sk

と定義する．

定義 6.4　メッセージとその符号化
(1) メッセージの集合を M = {x : x ∈ S∞} で表
わす．

(2) x = [x1,· · ·, xn] ∈ Sn に対応する符号列を
C(x) = C(x1) · · ·C(xn) ∈ B∞ と定義する．

定義 6.4 の C(x) は，個別記号を符号化する C (xj)

の拡張写像であり，隣接する符号間の境界を示す記号
をもたないことに注意する必要がある．
メッセージの復元可能性は，符号写像の満たす条件

によって定まる．

定義 6.5　メッセージの復元可能性
(1) 異なる記号には異なる符号値が対応する符号を非
特異 (non-singular)符号と呼ぶ．

表 4 符号の例

記号 符号 C1 符号 C2 符号 C3 符号 C4 符号 C5

a 0 0 1 00 0

b 0 1 10 01 10

c 1 00 100 10 111

d 01 10 1000 11 110

(2) 符号の拡張 C (x) が非特異である符号を一意復
元可能符号と呼ぶ．

(3) どの符号値も，ほかの符号値の先頭部分と一致し
ない符号を語頭符号と呼ぶ．

表 4に，S = {a, b, c, d} に対する符号の例を示す．
符号 C1 は，記号 a, b に対する符号値がともに 0で

あり，0 が受信されたとき a か b かの判定ができず，
非特異符号ではない．
符号 C2 はすべての符号値が異なっているので非特

異符号であるが，

C2 (ba) = C2 (b)C2 (a) = 10 = C2 (d)

であり，一意に復元可能ではない．
C3 はすべての符号値の先頭が 1 であり，次に現れ

る 1を読み込んだ段階で符号列を区切ることができる
ので，一意復元可能符号である．たとえば，

10100 = C3 (b)?

とすると，受信者は 101を読み込んだ時点で C3 (b) =

10 を復元することができる．次の符号値は，メッセー
ジがここで終了か次に 1が現れれば 100 = C3 (c)，次
に 0が現れれば 1000 = C3 (d) を判読し，以下，同様
に継続していくことになる．しかし，記号 a の符号値
1はその他の記号の先頭部分に含まれており，同様に，
記号 b の符号値 10は記号 c, d の符号値の先頭部分に，
記号 c の符号値 100は記号 d の記号値の先頭部分に，
それぞれ含まれており，C3 は語頭符号ではない．
符号 C4，C5 では，どの符号値もほかの符号値の先

頭部分に含まれておらず，ともに語頭符号である．
語頭符号は，ルート・ノードから出発し，0-1 の分

岐を繰り返すことによって，すべての符号をリーフ・
ノードにもつ木構造として表現することが可能である．
どの符号値も，ほかの符号値の先頭部分と一致しない
という定義から，ある記号の符号値が中間ノードとし
て現れることはなく，すべての符号値がリーフ・ノー
ドとして表現されることになる．これにより，次の手
順を通して，語頭符号が一意復元可能符号であること
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図 5 語頭符号の木構造

表 5 C4，C5 の P1，P2，P3 に対する平均符号長

記号 確率 P1 確率 P2 確率 P3

a 1/4 1/2 1/8

b 1/4 1/4 1/8

c 1/4 1/8 1/4

d 1/4 1/8 1/2

LC4
2.000 2.000 2.000

LC5
2.250 1.750 2.625

がわかる．まず，ルート・ノードから出発し，与えら
れた符号値の順に木構造を辿り，リーフ・ノードに到
達したら，そこにある符号値を復元してそれを記録し，
ルート・ノードに戻ってメッセージが終了するまでこ
の操作を継続する．図 5(a) (b) に，表 4 の符号 C4，
C5 を木構造で示しておく．
以上の議論より，符号化に際しては語頭符号を採用

することが望ましいことがわかる．それでは，たとえ
ば表 4の符号 C4，C5 のように，複数の語頭符号の中
から一つを選択する基準は何であろうか？連載第 2回
で，モールス信号に関し，アルフレッド・ルイス・ヴェ
イル (Alfred Lewis Vail) [68] が文字の使用頻度と符
号の組み合わせに基づいて文字符号を決定し，通信効
率を向上させたことを論じた．シャノンも，同様の基
準を採用することが自然であると考えた．S 上で定義
される語頭符号の集合を HC(S) とし，定義 6.3 の平
均符号長を用いると，この選択問題は以下のように定
式化される．

C∗
X = arg min

C∈HC (S)
LC (X) =

∑
x∈S

P (x) lC (x) (6.3)

表 5で，表 4の符号 C4，C5 について，三つの確率分
布 P1，P2，P3 に対するそれぞれの平均符号長を示し
ておく．確率分布 P1，P3 については C4 の平均符号
長が C5 のそれより小さいが，P2 は出現頻度の高い記
号に短い符号を対応させているので，その関係は逆転
する．

シャノンは，平均符号長をエントロピーと関連付け，
第一基本定理（情報源符号化定理）として，「符号化と
いう工学的操作の効率性の上限が，情報源の確率分布
から定まるエントロピーという量で与えられる」こと
を示した．言葉を換えると，ある環境でメッセージを
生成する際の記号出現の確率分布が与えられたとき，
符号化を工夫することで通信量を小さくしようとする
努力は，その確率分布のエントロピーで定まる限界に
直面するということである．次回は，この興味深い定
理を解説する．（この項，なお続く）
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