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半正定値行列錐の凸多面錐近似
―その評価と応用―

汪　玉柱

半正定値計画問題は組合せ最適化，制御理論など，幅広い分野で応用されている．近年，大規模な半正定値計
画問題を解く有効な手法として，半正定値計画問題を緩和して解く切除平面法が研究されている．半正定値計画
問題の緩和で使われる半正定値行列錐の近似集合は，切除平面法の効率に大きな影響を与えるため，注目を集め
ている．本稿では，著者の博士論文を基に，半正定値行列錐の近似集合をいくつか解説し，各近似の近似精度に
対する評価を述べ，半正定値計画問題に対する切除平面法についても紹介する．
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1. はじめに

半正定値計画問題 (Semidefinite optimization

problem: SDP) は凸最適化，組合せ最適化，制御理論
など，幅広い分野に応用でき，1990年代から注目され
ている．SDPの標準形は下のように定義される：

min 〈C,X〉
s.t. 〈Aj , X〉 = bj , j = 1, . . . ,m, (1)

X ∈ Sn
+,

ただし，S
n := {X ∈ R

n×n | ∀i < j, Xi,j = Xj,i}が
実対称行列空間で，C ∈ S

n, Aj ∈ S
n, bj ∈ R (j =

1, . . . ,m), 〈A,B〉 :=
∑n

i,j=1 Ai,jBi,j が S
n 上の内積

で，Sn
+ := {X ∈ S

n | ∀d ∈ R
n, dTXd ≥ 0} が半正

定値行列錐である．
SDP は線形計画問題 (Linear optimization prob-

lem: LP) と二次錐計画問題 (Second-order cone op-

timization problem: SOCP) を含む問題クラスであ
り，凸二次計画問題，固有値最適化問題などの凸最適
化問題も記述できる．また，SDPは凸最適化問題の特
殊なケースとして，max-cut問題，2次ナップザック
問題などの組合せ最適化や非凸最適化に対して凸緩和
を与えることもできる [1]．
SDPは LPの拡張であり，内点法により任意の精度

まで多項式時間で解くことができ [2]，内点法を実装
した最先端の SDP ソルバーも開発されている（e.g.,

Mosek [3]）．しかし，内点法は毎回の反復でサイズが
大きい密な行列を計算し，保存する必要があるため，そ
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の計算は SDPのサイズが大きくなると困難になる．
近年，大規模な SDPを効率よく解くための手法が数

多く開発されており [4], その中で，切除平面法は SDP

の精度の良い近似解を高速に与えることができるため，
注目を集めている (e.g., 文献 [5–7])．切除平面法は，
SDP を比較的に求解が容易な問題 (e.g., LP または
SOCP) に緩和し，毎回の反復で切除平面を緩和問題
の制約に加えることで，現在の緩和解を次の反復の実
行可能領域から切除し，SDPの最適解に近づける．
上記の切除平面法で，SDPの半正定値制約X ∈ Sn

+

はまずX ∈ Koutに緩和される．ただし，Sn
+ ⊆ Kout ⊆

S
n．このような集合Koutを Sn

+の外部近似と呼ぶ．制
約X ∈ Koutが線形で与えられる場合，緩和された問題
は LPとなり，強力な LPソルバー (e.g., Gurobi [8])

で解くことができる．さらに，X ∈ Kout が疎な制約
（e.g., 〈X,A〉 ≥ 0，ただし，Aは疎な行列）で与えら
れると，効率的な計算が期待できる．このように計算
しやすく，解の精度の高い緩和問題を構築するために
は，疎で近似精度の高い Sn

+ の外部近似集合が必要で
ある．
本稿では，著者の博士論文を基に，Sn

+ の代表的な近
似集合をいくつか取り上げ，凸多面錐近似を中心に説
明し，各近似の近似精度に関する評価も解説する．ま
た，Sn

+ の凸多面錐近似の応用として，半正定値計画問
題に対する切除平面法についても紹介する．

2. 準備

本節では準備として，凸錐と凸多面錐の定義を述べ，
Sn
+ の性質および Sn

+ の近似の定義について説明する．
実対称行列空間 S

n 上の空集合でない集合 K に対
し，任意のスカラー α, β ≥ 0 と行列 X,Y ∈ K で
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αX + βY ∈ Kが成り立つとき，Kを凸錐と呼ぶ．
集合 Aからなる凸錐は

cone(A) := {
k∑

i=1

αiXi | k ∈ N, αi ≥ 0, Xi ∈ A}

と定義される．ただし，N は非負整数の集合である．
A ⊆ Bであれば，cone(A) ⊆ cone(B)が成り立つ．有
限個要素の集合からなる凸錐を有限生成錐と呼ぶ．
凸多面錐は凸錐の特殊なケースである．凸錐K ⊆ S

n

が正の整数mと行列 A1, . . . , Am ∈ S
n で

K = {X ∈ S
n | 〈Aj , X〉 ≤ 0, j = 1, . . . ,m}

を満たせば，Kを凸多面錐と呼ぶ．凸多面錐は有限生
成錐であり，逆も成り立つ [9]．
凸錐 K ⊆ S

n の双対錐は

K∗ := {X ∈ S
n | ∀Y ∈ K, 〈X,Y 〉 ≥ 0}

と定義される．凸錐 K の双対錐 K∗ は閉凸錐である．
また，K2 ⊆ K1 であれば，K∗

1 ⊆ K∗
2 が成り立つ．

K = K∗ を満たす集合を自己双対と呼ぶ．たとえば，
Sn
+ は自己双対（i.e., (Sn

+)
∗ = Sn

+）な閉凸錐である．
半正定値行列の同値条件として，以下のことが知られ
ている：

定理 1（文献 [10] (Theorem 1.10)）. X ∈ S
nに対し，

下記の三つの条件は同値である．
• X は半正定値行列，i.e., ∀d ∈ R

n, dTXd ≥ 0.

• X の固有値がすべて非負．
• 正の整数 m，ベクトル v1, . . . , vm ∈ R

n が存在
し，X =

∑m
i=1 viv

T
i .

Sn
+ ⊆ Kout ⊆ S

n を満たす集合 Kout を Sn
+ の外部

近似と呼び，Kin ⊆ Sn
+ を満たす集合 Kin を Sn

+ の内
部近似と呼ぶ．双対の関係を用いると，Sn

+ の内部近
似 Kin から外部近似 (Kin)

∗ を作ることができ，Sn
+ の

外部近似 Kout から内部近似 (Kout)
∗ も作れる．

3. 半正定値行列錐の近似集合

本節では，Sn
+ の代表的な近似集合である FWn(k),

Sn,k, DDn, SDDn, cone(Bn
+ ∪ Bn

−)と SDBn(H)に
ついて紹介する．

3.1 Factor widthに基づく凸錐近似
Boman et al. [11]は，半正定値行列に対して Factor

widthという概念を定義し，Sn
+ の内部近似 FWn(k)

を構築した．z(v)を v ∈ R
n の非ゼロ要素数を表す記

号とし，ある行列 A ∈ Sn
+ の factor widthとは，あら

ゆる分解 A =
∑

i viv
T
i ，ただし，maxi z(vi) = k，の

中での k の最小値である．Factor width が最大 k の
行列の集合を FWn(k) と表記し，下記のように定義
される．

定義 1. FWn(k) := {
∑m

i=1 viv
T
i | vi の非ゼロ要素

が最大 k 個 (i = 1, . . . ,m), m ≥ 1}.

上記の定義から，FWn(k)が任意の k ∈ {1, . . . , n}
に対して凸錐であることは検証できる．また，以下の
包含関係が自然に導かれる：

FWn(1) ⊆ . . . ⊆ FWn(n) = Sn
+. (2)

よって，任意の k ∈ {1, . . . , n}に対して，FWn(k)は
Sn
+ の内部近似である．
Blekherman et al. [12]は Factor widthに基づいて
Sn
+ の外部近似 Sn,k を提案した．

定義 2. Sn,k := {X ∈ S
n | X の k× k主小行列はす

べて半正定値 }.

任意の k ∈ {1, . . . , n}に対し，Sn,k は FWn(k)の
双対錐であることが知られている [12]．よって，Sn,k

は凸錐で，Sn
+ の外部近似である：

Sn
+ = (Sn

+)
∗ ⊆ (FWn(k))

∗ = Sn,k.

ある行列が FWn(k)（または Sn,k）に属するかど
うかを判断するには，k × k 行列に対する半正定値制
約を n!

k!(n−k)!
個もつ SDPを解く必要がある．その計

算は k ≥ 3となると非効率的になる．
3.2 優対角性に基づく凸錐近似
Ahamadi et al. [5] は優対角行列の集合DDn とそ

の拡張である SDDn を Sn
+ の内部近似として分析し，

切除平面法に応用した．

定義 3. DDn := {A ∈ S
n | Ai,i ≥

∑
j �=i |Ai,j | (i =

1, . . . , n)}.

DDn は n2 個の extreme ray（端線）をもつ有限生
成錐であり [13]，凸多面錐でもある．DDn の双対錐
である DD∗

n も凸多面錐で，以下のように表せる [5]:

DD∗
n = {X ∈ S

n |Xi,i +Xj,j ± 2Xi,j ≥ 0

(1 ≤ i ≤ j ≤ n)}.
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SDDn は以下のように定義される：

定義 4. SDDn := {A ∈ S
n |対角成分が正の対角行

列 D ∈ S
n が存在し，DAD ∈ DDn}.

SDDn と FWn(2)等価関係は証明されている：

定理 2（文献 [11] (Theorem 8 and 9)）. n ≥ 2に対
して，SDDn = FWn(2)が成り立つ．

よって，SDDn が凸錐であることがわかる．定
理 2 と FWn(2) の双対錐を用いると，SDD∗

n =

(FWn(2))
∗ = Sn,2 を証明できる．

DDn と SDDn が Sn
+ の内部近似であること：

DDn ⊆ SDDn ⊆ Sn
+

は良く知られている [5]．よって，DD∗
n と SDD∗

n は
Sn
+ の外部近似である：Sn

+ ⊆ SDD∗
n ⊆ DD∗

n.

ある行列が DDn（または DD∗
n）に属するかどうか

の問題は LPであり，強力な LPソルバーを用いて解
くことができる．また，ある行列が SDDn（または
SDD∗

n）に属するかどうかの問題は SOCPであり [5]，
内点法を用いて効率的に解くことも期待できる．

3.3 半正定値基に基づく凸多面錐近似
定理 1を用いると，Sn

+ は以下のように書き直せる：

Sn
+ =cone({xxT | x ∈ R

n}).

半正定値行列の部分集合 B ⊆ {xxT | x ∈ R
n} ⊆ Sn

+

から凸錐を作ることで，Sn
+ の内部近似を構築できる：

cone(B) ⊆ cone({xxT | x ∈ R
n}) = Sn

+.

限られた数の半正定値行列から精度の良い Sn
+の凸多

面錐近似を生成するために，Tanaka and Yoshise [14]

は半正定値基（SD基）を定義した．
以下では，i番目の要素が 1，それ以外が 0の n次

元ベクトルを ei とする．

定義 5. 半正定値基（SD基）は下記のように定義さ
れる：

Bn
+ :={(ei + ej)(ei + ej)

T | 1 ≤ i ≤ j ≤ n},
Bn

− :={(ei + ei)(ei + ei)
T | 1 ≤ i ≤ n}

∪ {(ei − ej)(ei − ej)
T | 1 ≤ i < j ≤ n}

Bn
+ を SD基 Type I, Bn

− を SD基 Type IIと呼ぶ．

Bn
+ と Bn

− はともに n(n+1)
2

個の半正定値行列からな
る S

n 上の基底集合である．よって，Bn
+ ∪ Bn

− の凸錐
を作ることで，Sn

+ の凸多面錐近似を作れる：

cone(Bn
+ ∪ Bn

−) ⊆ Sn
+.

その近似と DDn の等価関係も証明されている [13]:

cone(Bn
+ ∪ Bn

−) = DDn. (3)

3.4 拡張半正定値基に基づく凸多面錐近似
定義 5からわかるように，集合 Bn

+ と Bn
− は最大四

つの非ゼロ要素しかもたない n×n行列（i.e.，疎な行
列）で構成されている．その基底行列の疎性は，SD基
を用いた Sn

+ の近似の計算効率を考えるうえで重要な
性質である．著者らは，基底行列の疎性を失わないよ
うに SD 基の拡張を提案し，Sn

+ の疎な凸多面錐近似
を構築した [7]．

定義 6. パラメーター α ∈ R
n を用いて拡張した SD

基は以下のように定義される：

B̄n(α) := {(ei + αej)(ei + αej)
T | 1 ≤ i ≤ j ≤ n}.

拡張 SD基 B̄n(α)は，SD基と同様，最大四つの非
ゼロ要素しかもたない n× n行列（i.e.，疎な行列）か
ら構成される．パラメーターが α ∈ R \ {0,−1}を満
たす場合，B̄n(α)は n(n+1)

2
個の半正定値行列からな

る S
n 上の基底集合になる．定義 5と定義 6により，

B̄n(1) ∪ B̄n(−1) = Bn
+ ∪ Bn

− (4)

が成り立つ．パラメーター αを調整することで，既存
の SD基行列と異なる新たな行列を生成できる．

命題 1（文献 [7] (Proposition 3)）. パラメーター
α1, α2 ∈ Rが α1 
= 0,−1, α2 
= 0, α1 を満たせば，任
意の 1 ≤ i < j ≤ nに対して，以下の関係が成り立つ：

(ei + α2ej)(ei + α2ej)
T /∈ cone(B̄n(α1)).

{1,−1} ⊆ H ⊆ Rを満たすパラメーター集合 H で
生成される拡張 SD 基の凸錐を取ることで，Sn

+ の凸
多面錐近似を作ることができる．

定義 7. H : {1,−1} ⊆ H ⊆ R をパラメーター集合
とし，拡張 SD基を用いた Sn

+ の凸多面錐内部近似は
以下のように定義される：
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SDBn(H) := cone

(
⋃

α∈H
B̄n(α)

)

.

式 (3)，式 (4)と定義 7を用いると，

SDBn({1,−1}) = DDn (5)

がわかる．さらに，{1,−1} ⊆ H1 ⊆ H2 ⊆ Rを満た
す集合H1,H2 に対し，以下の包含関係を証明できる：

DDn ⊆ SDBn(H1) ⊆ SDBn(H2) ⊆ Sn
+. (6)

また，Rをパラメーター集合として使う場合，拡張 SD

基の近似と SDDn の等価関係も証明できる．

定理 3（文献 [7] (Corollary 2)）. SDBn(R) = SDDn.

式 (2)，式 (6)，定理 2 と定理 3 を用いると，ここ
まで紹介した Sn

+ の内部近似と外部近似の包含関係を
以下のようにまとめられる．

系 1. H : {1,−1} ⊆ H ⊆ Rをパラメーター集合とす
る．Sn

+ の内部近似について，以下の関係が成り立つ：

DDn ⊆ SDBn(H) ⊆ SDDn

=

Sn
+ = FWn(n) ⊇ . . . ⊇ FWn(2).

Sn
+ の外部近似について，以下の関係が成り立つ：

Sn
+ = Sn,n ⊆ . . . ⊆ Sn,2

=

DD∗
n ⊇ SDB∗

n(H) ⊇ SDD∗
n.

4. 半正定値行列錐の近似に対する評価

本節では，Sn
+ の近似集合に対する評価を紹介する．

Sn
+ の近似集合は内部近似と外部近似に分けられるが，
双対関係を用いることで，内部近似から外部近似，外
部近似から内部近似を作ることができる．Sn

+ の外部
近似の応用は数多く知られている．たとえば，DD∗

nと
SDD∗

n は SDPの前処理手法である Partial facial re-

duction手法で使われており [15]，SDB∗
n(H)は SDP

に対する切除平面法で初期近似として使われている [7]．
以下では，Sn

+の外部近似，特に Sn,k，DD∗
nと SDD∗

n

に対する評価を解説する．
Blekherman et al. [12] は Sn

+ の外部近似を評価す
る方法として，与えられた近似の行列から Sn

+ への距

表 1 distF (Sn,k,Sn
+) の上界と下界 [12]

k の範囲 上界 下界
2 ≤ k ≤ n n−k

n+k−2
n−k√

(k−1)2n+n(n−1)

離に基づく Frobenius ノルム正規化距離を提案した．
外部近似集合 S から Sn

+への Frobeniusノルム正規化
距離は次のように定義される：

distF (S ,Sn
+) := sup

X∈S,‖X‖F=1

‖X − PSn
+
(X)‖F .

(7)

ただし，‖X‖F = 〈X,X〉 =
∑n

i=1

∑n
j=1 X

2
i,j

は行列 X の Frobenius ノルムで，PSn
+
(X) :=

argminY ∈Sn
+
‖X − Y ‖F は行列 X から Sn

+ への射影
である．
Blekherman et al. [12]の手法の特徴は，Frobenius

ノルムの値が 1であるという制約の下で距離を評価す
ることである．外部近似集合 S に対し，この制約の
下で，{X ∈ S | ‖X‖F = 1} は有界な集合となり，
distF (S ,Sn

+)も有界な値を取る．
4.1 Frobenius ノルム正規化距離による Sn,k，

DD∗
n と SDD∗

n の評価
Blekherman et al. [12] は Sn,k を対象に，

distF (Sn,k,Sn
+)の上界と下界を与えた（表 1）．

著者ら [16] は Frobenius ノルム正規化距離を用い
て DD∗

n と SDD∗
n の評価を行った．

定理 4（文献 [16] (Theorem 1)）. n ≥ 4とすると，

distF (DD∗
n,Sn

+) = distF (SDD∗
n,Sn

+) =
n− 2

n
.

式 (5) と定理 3 が示したように，DD∗
n =

SDB∗
n({1,−1})と SDD∗

n = SDB∗
n(R)は異なる集合

である．しかし，定理 4により，SDD∗
n ⊆ S ⊆ DD∗

n

を満たす集合 S から Sn
+への Frobeniusノルム正規化

距離はすべて同じ値をもつことがわかる．Frobenius

正規化距離が DD∗
n と SDD∗

n を区別できない理由の
一つとして，正規化手法 ‖X‖F = 1 が厳しく，集合
{X ∈ S

n | ‖X‖F = 1} を有界にしていることが考
えられる．ここで，正規化手法 (e.g., f : Sn → R)

に必要な性質は，ただ {X ∈ DD∗
n | f(X) = 1} と

{X ∈ SDD∗
n | f(X) = 1} だけを有界にすることで

ある．
著者ら [16]は (7)の正規化手法を調整し，DD∗

n と
SDD∗

n の近似の評価を区別できる新たな指標：Trace
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正規化距離を提案した．
4.2 Trace 正規化距離による DD∗

n と SDD∗
n の

評価
外部近似集合 S から Sn

+ への Trace正規化距離は次
のように定義される：

distT (S ,Sn
+) := sup

X∈S,Tr(X)=1

‖X − PSn
+
(X)‖F .

ただし，Tr(X) =
∑n

i=1 Xi,i は行列 X のトレース
(Trace)である．正規化手法Tr(X) = 1の下で，{X ∈
DD∗

n | Tr(X) = 1}と {X ∈ SDD∗
n | Tr(X) = 1}が

有界な集合であり，{X ∈ S
n | Tr(X) = 1} が有界で

ないことは証明できる．
Blekherman et al. [12] の distF (Sn,k,Sn

+) の上界
と下界の証明方法を調整することで，著者ら [16] は
distT (SDD∗

n,Sn
+) の上界と下界が一致することを証

明し，SDD∗
n から Sn

+ への Trace正規化距離の値を与
えた．

定理 5（文献 [16] (Theorem 2)）. n ≥ 2とすると，

distT (SDD∗
n,Sn

+) =
n− 2

n
.

{X ∈ DD∗
n | Tr(X) = 1}を DDT ∗

n と表記すると，

distT (DD∗
n,Sn

+) = max
X∈DDT ∗

n

‖X − PSn
+
(X)‖F

が自明である．著者ら [16]は DDT ∗
n の凸多面体構造

を用いて distT (DD∗
n,Sn

+)の値を与えた．
S
n上のコンパクト（i.e.，有界かつ閉）な凸集合上の

連続凸関数は，その集合の端点で最大値を取ることが知
られている．また，距離関数 ‖X −PSn

+
(X)‖F が連続

凸関数で，集合DDT ∗
nが有界な閉凸集合であることも

知られている．よって，‖X−PSn
+
(X)‖F はDDT ∗

nの
端点で最大値を取る．実は，DD∗

n から Sn
+ への Trace

正規化距離は DDT ∗
n の任意の端点から Sn

+ までの距
離を計算することで得られる．このことは，DDT ∗

n の
すべての端点が同じような特殊な構造をもつことと，
その構造により，DDT ∗

n のすべての端点から Sn
+ まで

の距離が同じであると証明可能なことから導かれる．
定理 6 の証明の詳細については文献 [16] を参照され
たい．

定理 6（文献 [16] (Theorem 3)）. n ≥ 2とすると，

distT (DD∗
n,Sn

+) =

√
n− 1

2
.

定理 5 と定理 6 により，任意の SDD∗
n ⊆ S ⊆

DD∗
n を満たす集合 S の Trace 正規化距離は n−2

n
≤

distT (S,Sn
+) ≤

√
n−1
2
を満たす．よって，{1,−1} ⊆

H ⊆ Rを満たすパラメーター集合 Hを用いて作られ
た SDB∗

n(H)も下記を満たす：

n− 2

n
≤ distT (SDB∗

n(H),Sn
+) ≤

√
n− 1

2
.

集合 {X ∈ SDB(H)∗n | Tr(X) = 1} はコンパクト
な凸多面体であるため，端点の構造を用いることで，
DDT ∗

n と同様に distT (SDB∗
n(H),Sn

+)を求めること
ができる．だが，{X ∈ SDB(H)∗n | Tr(X) = 1}の端
点の構造は DDT ∗

n のときより複雑なため，定理 6と
同じ方法で distT (SDB∗

n(H),Sn
+)の値を求めることは

困難である．著者の博士論文では，DDT ∗
n の端点から

SDB∗
n(H)までの距離を用いて凸多面錐近似SDB∗

n(H)
の評価も行った．興味のある読者は著者の博士論文を
参照されたい．

5. 半正定値計画問題に対する切除平面法

本節では，Sn
+ の外部近似の応用として，Ahmadi et

al. [5]に基づいて，問題 (1)に対する切除平面法を紹
介する．ただし，以下の仮定を置く：

仮定 1. 正のスカラー T > 0が存在し，問題 (1)の任
意の実行可能解 X は Tr(X) ≤ T を満たす．

Pn を Sn
+ の外部近似集合とする：Sn

+ ⊆ Pn ⊆ S
n．

問題 (1) の半正定値制約 X ∈ Sn
+ を X ∈ Pn に置き

換えることで，問題 (1)の初期緩和問題を得ることが
できる：

min 〈C,X〉
s.t. 〈Aj , X〉 = bj , j = 1, . . . ,m, (8)

X ∈ Pn,

初期緩和問題 (8)に関して，以下を仮定する：

仮定 2. 問題 (8)の実行可能領域は有界な集合である．

初期緩和問題 (8)を解いて得られた解を X∗ とする．
X∗ が半正定値行列であれば，X∗ が元問題 (1)の最適
解になり，切除平面法は停止する．X∗ が半正定値で
ないとき，〈C,X∗〉は元問題 (1)の最適値の下界を与
え，X∗の負の固有値をもつ．その場合，切除平面法は
X∗ は負の固有値に対応する固有ベクトル d1, . . . , dk

を用いて，以下の切除平面
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〈didTi , X〉 ≥ 0 (i = 1, . . . , k)

を緩和問題 (8)の制約に加えることで，新たな緩和問
題を作る：

min 〈C,X〉
s.t. 〈Aj , X〉 = bj , j = 1, . . . ,m, (9)

〈didTi , X〉 ≥ 0, i = 1, . . . , k,

X ∈ Pn.

d1, . . . , dk が X∗ の負の固有値の固有ベクトルであ
るため，〈didTi , X∗〉 < 0 (i = 1, . . . , k) が成り立つ．
よって，初期緩和問題 (8)の最適解 X∗ が新たな緩和
問題 (9)の実行可能領域からカットされ，緩和問題 (9)

は元問題 (1)のよりタイトな緩和問題になる．以上の
手順を繰り返すことで，元問題 (1)に対する一連の非
減少な下界を得ることができる．
以上で紹介した SDPに対する切除平面法はアルゴ

リズム 1にまとめられる．

アルゴリズム 1. 問題 (1)に対する切除平面法．
Step 0 許容誤差を ε > 0とし，仮定 2を満たす Sn

+

の初期外部近似を Pn
0 とする．k← 0を設定

する．
Step 1 下記の問題を解き，得られた解をX∗

k とする．

min 〈C,X〉
s.t. 〈Aj , X〉 = bj , j = 1, . . . ,m, (10)

X ∈ Pn
k ,

Step 2 問題 (10) が実行不可能なら，元問題 (1) も
実行不可能なので，終了する．X∗

k の最小固
有値 λmin(X

∗
k )が λmin(X

∗
k ) > −εを満たせ

ば，X∗
k は元問題 (1)の ε近似解になるので，

終了する．
Step 3 X∗

k の最小固有値に対応する固有ベクトルを
dk とし，切除平面を制約に加える．

Pn
k+1 ← {X ∈ Pn

k | 〈dkdTk , X〉 ≥ 0}.

Step 4 k ← k + 1とし，Step 1に戻る．

SDD∗
n を初期近似とした場合のアルゴリズム 1 の

収束性は証明されている [6]．また，DD∗
n または

SDB∗
n(H) を初期近似とするアルゴリズム 1 の収束

性についても同様に証明できる．

定理 7（文献 [6] (Theorem 1)）. 問題 (1)が仮定 1を

満たし，アルゴリズム 1の初期近似集合 Pn
0 が仮定 2を

満たすとすると，任意の許容誤差 ε > 0に対し，アル
ゴリズム 1は有限回の反復で終了する．

仮定 1の下で，DD∗
n, SDD∗

nと SDB∗
n(H)を (8)の

初期近似 Pn とすると，仮定 2が成り立つことが証明
できる．SDD∗

n を初期近似とした場合，緩和問題 (8)

は SOCPになり，DD∗
n または SDB∗

n(H)を初期近似
にする場合，緩和問題 (8)は LPになる．著者らは最大
独立集合問題の SDP緩和問題に対して，DD∗

n, SDD∗
n

と SDB∗
n(H)を初期近似とした切除平面法の計算効率

を比較し，SDB∗
n(H)の切除平面法が一番効率的であ

ることを示した [7].

6. おわりに

本稿では，著者の博士論文を基に，半正定値行列錐
のいくつかの近似集合，特に SD基に基づく凸多面錐
近似について述べ，それぞれの近似精度の評価を説明
し，半正定値計画問題に対する切除平面法についても
紹介した．本稿が半正定値行列錐の近似集合に関する
研究に少しでも興味をもたらすことができれば幸いで
ある．

謝辞 本稿を執筆する機会を下さりました編集委員
の先生方，著者の博士論文に有益なコメントをくださっ
た吉瀬章子先生に，この場を借りて深く御礼申し上げ
ます．
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