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とある若手の研究活動
―数理・計量ファイナンスの観点から―

下清水　慎

本稿では，筆者の博士後期課程から現在までの研究活動について，およびそこから感じたさまざまなことにつ
いて概説する．その中で，博士後期課程在籍中に苦労したことや行ってきてよかったことについて言及している．
また，博士後期課程在学中およびそれ以降の研究についての概略も記載する．

キーワード：博士後期課程，最適執行戦略，マルコフ決定過程，マルコフゲーム，マルコフ完全均
衡，確率制御，期待効用最大化，statistical arbitrage

1. はじめに

博士後期課程の 3年間を振り返ると，思い出す言葉
がある．「じっくり，丁寧，迅速に」．これは，筆者が
博士後期課程に進学して間もなく師匠が（少しニコッ
としながら）おっしゃった言葉である．一見すると，
「じっくり」と「迅速」という言葉は同時に成り立たな
いように思える．筆者はこの言葉の意味を「（研究内
容については）じっくり，丁寧（に取り組み），（研究
に取りかかるのは）迅速に」と解釈している．たとえ
ば，研究業績を出すために中身が完全でないまま焦っ
て投稿する，または，丁寧に論文を執筆するがなかな
か投稿できないという人がいるかもしれない．（少なく
とも，筆者の周りにはこのような人がいた．）また，論
文の執筆・投稿には一般に締め切りがない．特に博士
後期課程に在学している間は，このような状況に陥り
がちであることから，迅速に研究に取りかかり，じっ
くり，丁寧に研究を進めるのを心掛けることが大切で
ある．筆者はこの言葉をいただいてから現在まで，こ
の言葉（解釈）のとおりに研究活動を行ってきたと自
負している．今後もこの言葉を胸に研究を続けていき
たい．
本稿では，僭越ながら筆者の博士後期課程在学中お

よび修了後の活動についての概略を述べていく．筆者
は経済学部・経済学研究科出身であり，文系の立場か
らファイナンスの理論研究を行っている．そこで，以
下の話が必ずしも理系の研究科に所属されている方々
に当てはまるかどうかはわからない．しかし，できる
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限りあらゆる分野の「研究」に共通するような内容に
ついて記載したつもりである．
本稿の構成は以下のとおりである．2 節では，筆者

の博士後期課程での活動について概略を述べ，その中
で行ってきて良かったことについていくつか述べてい
く．この内容が博士後期課程に現在在籍している，ま
たは，今後進もうと考えている方々の参考になること
を願う．3 節では，筆者の博士後期課程での研究内容
について概略を述べる．4 節では，博士後期課程を修
了した後の研究内容について述べる．

2. 博士後期課程での活動について

2.1 論文執筆
博士後期課程に在籍していた 3年間でもっとも尽力

したのは論文執筆活動である．特に，丁寧に論文の加
筆・修正を行うことが大事であると実感した．具体的
には，査読付き国際学術雑誌に投稿するために何度も
何度も原稿を読み直し，論文の構成などに加え一つ一
つの文章や単語にまで細心の注意を払って何度も加筆・
修正を行った．初めての投稿であったので，この作業
は筆者にとってはとても大変であった．しかし，振り
返ると，この緻密な作業があったために論文が採択さ
れた部分もあると思う．投稿した後にこうしておくべ
きだったと後悔することがないように，最大限加筆・
修正した状態で投稿することが大事であると考える．

2.2 国内外での学会発表
博士後期課程在学中に研究成果を国内・国際学会で

発表することは重要であるというのが筆者の考えであ
る．なぜなら，自分の既存の研究を発展させたり，新
たな研究につながる可能性が高まるからである．筆者
は博士後期課程在学中から研究内容を国内外の学会で
積極的に発表してきた．学会発表した際には，有益な
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質問やフィードバックなどをいただくことがあった．
また，発表を聞いてくださった先生と共同研究もさせ
ていただいた．このように，積極的に学会発表を行い，
ほかの研究者の方々に自分の研究を知ってもらうこと
は重要である．さらに，学会発表には自身の研究分野
を紹介するという側面もある．自身の研究分野につい
て知ってもらうことで，その分野へ参入する研究者が
増え，分野の発展につながると考えられる．

2.3 博士後期課程で苦労したこと
率直に述べると，博士後期課程での 3年間は筆者に

とって苦労の連続であった．まず，筆者は経済学部・経
済学研究科（文系）出身であり，数学の学習には相当な
努力が必要であった．ファイナンスの理論分析は測度
論や確率論など高度な数学に基づいて行われることが
多いため，これらの数学を学ぶ必要がある．筆者の場
合は複数の勉強会で数学を学ぶ機会があり，とても恵
まれていた．誰かと一緒に数学を学ぶ機会があればた
いへん貴重なことなので，ぜひ大切にしてほしいと思
う．また，国際学会での発表も大変であった．準備に
関しては，英語で研究内容を説明するのが難しかった．
発表当日には，見知らぬ土地で見知らぬ人に研究発表
するということ自体に困難を感じた．筆者が得た教訓
としては，基本的なことではあるが，初めのうちは事前
に発表の練習を何度も行うことが重要であったと思う．

2.4 その他
論文執筆，学会発表のほか，学部・大学院開講科目

や大学の付属図書館におけるティーチング・アシスタ
ント (Teaching Assistant; TA) やティーチングフェ
ロー (Teaching Fellow; TF)を務めた．TA，TFとし
ては，大学院生向けの補講を行ったり，学部生の経済
学・数学・統計学関連の質問に答えたりしていた．学
生に解説することで学ぶことが多数あったので，博士
後期課程の学生にとってはこのような機会も学びの場
となるであろう．また，筆者は博士後期課程在学中複
数の勉強会に参加していた．専門が異なる人と一緒に
勉強することで，同じ対象でも異なる見方をすること
がしばしばあるので，大変勉強になると思う．

3. 具体的な研究の内容

ここからは筆者の具体的な研究内容について述べて
いく．筆者はこれまで執行問題 (execution problem)

という研究分野に取り組んできた．自らの取引量（売
買注文量）があまりにも多い，年金運用会社などの機関
投資家は，実際の売買取引価格（執行価格 (execution

price)）に影響を与える．このような投資家をラージト

レーダー (large trader)と呼び，ラージトレーダーが
与えた価格への影響を価格インパクト (price impact)

と呼ぶ．執行問題とは，価格インパクトを考慮したラー
ジトレーダーの最適な売買取引戦略（執行戦略 (execu-

tion strategy)）を理論的に分析する研究分野である1．
Bertsimas and Lo [1] や Almgren and Chriss [2] に
端を発し，約 20 年ほどで数多の研究が研究者および
実務家によって行われてきた．この研究分野の概要に
ついては Cartea et al. [3]や Laruelle and Lehalle [4]

などが参考となる．
筆者は主に「小口投資家の売買取引量がラージト

レーダーの最適執行戦略に与える影響」に関する理
論研究を行ってきた．これまで行ってきた研究はKu-

nou and Ohnishi [5], Kuno and Ohnishi [6]，およ
び Kuno et al. [7] のモデルを拡張・発展させたもの
である．以下，3.2 節のモデルでは，離散時間の枠組
みにおいて確率動的計画法 (stochastic dynamic pro-

gramming)を用いて小口投資家全体の売買取引が単一
のラージトレーダーの最適な売買取引戦略に与える影
響を分析した．3.3 節のモデルでは，連続時間の枠組み
への拡張を行った．さらに，3.4 節のモデルでは，複数
のラージトレーダーが存在する市場を研究し，マルコ
フ完全均衡における執行戦略の導出および定性的な分
析についてゲーム理論の枠組みで行った．これらのモ
デルについては，大西と下清水 [8]において基本的な
解説を行っている．

3.1 関連文献
筆者の研究内容に入る前に，いくつか関連文献につ

いて述べておく．上で述べた Bertsimas and Lo [1]や
Almgren and Chriss [2] は，価格インパクトのうち
一時的価格インパクト (temporary price impact) お
よび恒久的価格インパクト (permanent price impact)

を考慮した単一のラージトレーダーの最適執行戦略に
ついて分析している2．Cartea and Jaimungal [9] や
1 最適の意味は，期待コスト最小化や期待効用最大化など多
様である．
2 ここで価格インパクトについて概説する．上で述べた価格
インパクトは，大きく分けて 3種類に分類される．ある時点
で投資家たちが買い/売りの注文を提出することで，瞬間的に
価格インパクトが発生し，付加的なコストを伴った取引価格
（執行価格）において売買取引を行う．その次の時点 t+1（ま
たは t+Δt）において，（市場の流動性により）一定の割合で
価格が減少する（回復する）．このとき，時点 t+1 (t+Δt)に
おいて消えた部分の価格インパクトを一時的価格インパクト
(temporary price impact) と呼び，残っている部分の価格イ
ンパクトを恒久的価格インパクト (permanent price impact)
という．さらに，一時的価格インパクトが取引期間をかけて
減少していくとき，過渡的価格インパクト (transient price
impact) という．
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Cartea and Jaimungal [10]ではこれらのモデルに小
口投資家たちのランダムな総注文量の影響を考慮して
最適執行戦略を導出している．一方，Bouchaud et al.

[11]では価格インパクトは時間をかけて減衰していく
ことを実証的に明らかにした．そこで，Gatheral [12]

や Obizhaeva and Wang [13] は価格インパクトのう
ち過渡的価格インパクト (transient price impact) を
考慮したモデルを考案している．筆者の研究では，こ
れらすべてを考慮したモデルを考案し，最適または均
衡における執行戦略を導出し，その性質について分析
している．

3.2 最適執行問題
まず初めに，単一のラージトレーダーのみ存在する

モデルを考える．
3.2.1 小口投資家による影響を考慮したモデル
本研究は，筆者のこれまでの研究内容の基礎をなすモ

デルであり，Ohnishi and Shimoshimizu [14]の前半
のモデルに対応している．本モデルでは，小口投資家全
体の売買取引量による価格インパクトが単一のラージ
トレーダーの最適執行戦略に対してどのような影響を
与えるのかを理論的に分析した．単一のラージトレー
ダーの，購入計画期間の最終時点における手持ち資金
から得られる期待効用最大化問題 (expected utility

maximization problem)を離散時間の枠組みでマルコ
フ決定過程 (Markov decision process) の問題として
定式化している3．そして，ベルマン方程式 (Bellman

equation; dynamic programming equation)から最適
執行戦略を導出し，小口投資家全体の売買取引量が過
渡的な価格インパクトを通してラージトレーダーの最
適執行戦略に影響を与えることを明らかにした．

3.2.2 マルコフな依存性の考慮
本研究の結果は Fukasawa et al. [15]に掲載されて

いる．3.2.1 節と同様の問題を小口投資家全体の売買取
引量に時系列的な相関がある場合に拡張したモデルに
ついて分析した．具体的には，小口投資家の総売買取
引量は時系列的な相関を表す AR(1)モデルに従うと仮
定する．3.2.1 節のモデルと同様に最適執行戦略を導
出し，小口投資家全体の売買取引量が過渡的な価格イ
ンパクトを通して，および，直接的に最適執行戦略に

3 効用関数 U(x)には，以下の形で定義される Constant Ab-
solute Risk Averse type（CARA-type; 負の指数型）の効用
関数を用いた．

U(x) := − exp {−γx} . (1)

ここで，上式の γ はリスク回避係数 (risk aversion parame-
ter) と呼ばれ，大きければ大きいほどリスク回避的であるこ
とを表す．

影響を与えることを明らかにした．また，ある条件の
下でラージトレーダーにある種の裁定機会 (statistical

arbitrage)が存在することを明らかにした．これらの
結果から，小口投資家たちの売買取引量に時系列的な
相関を考慮する必要性を確認した．

3.2.3 2資産の売買取引に関するモデル
本研究の結果はOhnishi and Shimoshimizu [16]に

掲載されている．3.2.2 節の問題を拡張し，ラージト
レーダーおよび小口投資家たちが複数資産（2資産）の
売買取引を行う場合を分析している．この研究により，
複数資産の売買取引によるクロス・インパクト (cross-

impact)がラージトレーダーの最適執行戦略に与える
影響を分析することができる．ただし，小口投資家全
体の売買取引量は時系列的な相関を表す VAR (1) モ
デルに従うと仮定した．クロス・インパクトを考慮す
ることで小口投資家全体による資産 iの売買取引量が
ラージトレーダーの資産 j( �= i)の最適執行戦略に影響
を与えることを明らかにした．これらの結果は，複数
資産の売買取引量に時系列的な相関を考慮する重要性
を示している．

3.3 連続時間への拡張
本研究の結果は Fukasawa et al. [17] に掲載され

ている．本研究では連続時間の枠組みにおいて小口投
資家全体の売買取引量に時系列的な相関がある場合に
おける 3.2.2 節の問題を考える．ただし，小口投資家
の総売買取引量は Ornstein-Uhlenbeck (OU)プロセス
に従うと仮定する．Hamilton–Jacobi–Bellman (HJB)

方程式から最適執行戦略を導出し，小口投資家全体の
売買取引量が過渡的な価格インパクトを通して，およ
び，直接的に最適執行戦略に影響を与えることを明ら
かにした．また，HJB方程式に付随する微分方程式の
系は行列型のリッカチ微分方程式（Matrix-type Ric-

cati differential equation; MRDE）と線形微分方程式
(linear differential equation)によって特徴付けられる
ことを明らかにした．

3.4 ゲームモデルへの拡張
本研究は 3.2.1 節のモデルにおいて複数（2者）の

ラージトレーダーが存在する市場において，お互いの
取引による売買取引価格への影響を考慮した均衡にお
ける執行戦略（以下，均衡執行戦略）を導出し，それぞ
れの戦略が互いにどのように影響を与えあうのかを分
析した．本研究の結果は Ohnishi and Shimoshimizu

[14]の後半のモデルに対応している．また，n人のラー
ジトレーダーが存在する場合への拡張をOhnishi and

Shimoshimizu [18]で行っている．確率ゲーム（マル
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コフゲーム；Stochastic game; Markov game）として
定式化することによりマルコフ完全均衡 (Markov per-

fect equilibrium)における均衡執行戦略を導出し，互
いの売買取引戦略に関する相互作用を明らかにした．
3.2.1 節のモデルとの比較により，複数のラージトレー
ダーが存在する場合の方が単一の場合よりも売買取引
の時期を早めることが確認された．このことから，複
数のラージトレーダーが存在する場合，単一のラージ
トレーダーのみ存在する場合と比べ，より市場（価格）
に影響を与えるというメカニズムが明らかになり，複
数のラージトレーダーが存在するモデルを考える重要
性が明らかになった．

4. 博士後期課程修了後の研究

博士後期課程修了後も主に執行問題に取り組んでい
る．既存研究から，ラージトレーダーの売買取引には
さまざまな要因が影響を与えることが明らかとなって
いる．また，その要因のダイナミクスはマルコフな依
存性 (Markovian dependence)をもっていることが多
い．たとえば，Lehalle and Neuman [19]は，価格の
上昇・下落に対して予測力をもつといわれている order

book imbalance という特徴量が，時系列的な相関を
もつことを実証研究により明らかにしている．そこで，
彼らはマルコフな依存性をもつ外的な価格への影響と
(i)過渡的価格インパクトが存在する場合，(ii)一時的
価格インパクトと恒久的価格インパクトが存在する場
合，の二つについて分析を行っている．筆者は，そのよ
うな要因をマルコフな依存性をもつ状態として定式化
し，最適または均衡における執行戦略に関する研究を
連続時間モデルおよび離散時間のゲームモデルにおい
て研究している．また，これまでの筆者の研究は取引
コスト (transactoin cost) とも深く関わっている．そ
こで，これまでの研究で用いてきた概念，分析方法など
を用いてあいまいさ (ambiguity)と取引コストを考慮
した投資家の売買取引行動に関する研究も行っている．

5. おわりに

本稿では，筆者の博士後期課程およびその後の研究
活動について述べてきた．改めて博士後期課程での 3

年間を顧みると，基本的なこと（論文の原稿を何度も
見直す，学会の発表練習を何度も行うなど）を地道に
積み重ねることが博士後期課程およびその後の研究や
仕事にとって重要だと思う．博士後期課程での研究活
動は，研究活動を行う人にとっても行わない人にとっ
てもその後の人生の根本となると筆者は考える．そこ

で，本稿が今後 ORやその他の分野で研究活動を行う，
またはこれから行おうと考えている方々の一助になれ
ば幸いである．また，本稿を読んでファイナンスや執
行問題に関心をもつ方が少しでも増えることがあれば
筆者としては嬉しい限りである．
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