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「娯楽ゲーム」の数理的解析
木谷　裕紀

本稿では拙著学位論文である Algorithmic Analyses for Card Discarding Type Games（手札消費型ゲー
ムに関するアルゴリズム論的解析）の内容を「娯楽ゲーム」に関する研究例を紹介したうえで概説します．

キーワード：組合せゲーム理論，完全情報ゲーム，不完全情報ゲーム

1. はじめに

はじめまして，九州大学大学院経済学研究院の木谷
と申します．今回はこのような執筆の機会を賜り，大
変光栄に思います．私は 2016 年 1月に日本オペレー
ションズ・リサーチ学会に入会しました．入会のきっか
けはその前年の九州支部主催の九州地区における OR

若手研究交流会の参加で，これまで中部支部の研究発
表会，また，春季，秋季研究発表会などにて，参加・発表
しています．主たる研究対象として，トランプを用い
た遊びを中心とした，娯楽ゲームに対する数理的側面
の解析を行っています．本稿では僭越ながら 2021 年
提出の拙著学位論文である Algorithmic Analyses for

Card Discarding Type Games（手札消費型ゲームに
関するアルゴリズム論的解析）に関する説明として，博
士論文の概要やその後の発展などを執筆させていただ
きます．

2. 「娯楽ゲーム」を科学する

私は学位論文にてチェス，将棋，囲碁，ポーカーな
ども該当するいわゆる娯楽ゲームに対する研究を行い
ました．これらの娯楽ゲームに関する研究としてゲー
ム AI プログラムの作成を思い起こす方も多いかもし
れません．ゲーム AI プログラムはチェス，囲碁，将
棋，ポーカーなどの多くの娯楽ゲームにおいて，人間
のトッププロをも負かす実力を身につけ，各種競技に
おいて，その存在を用いて人間のトッププロが勉強す
るなど，特にここ 10 年ほどで目に見える形で急速に
進化していきました．その成功は，ディープニューラ
ルネットなどの機械学習手法の活用やモンテカルロ木
探索などのシミュレーション技術の深化とハードウェ
ア技術の発展による計算機の高速化，高性能化に支え
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られており，情報学研究の成功の象徴といっても過言
ではないでしょう．このようにゲームに対する研究で
これらゲーム AI プログラムの研究はホットでかつ重
要な分野です．しかしながら，そういった研究におけ
る「ゲーム」の扱いは，いわば AI技術の到達目標，あ
るいはパフォーマンス評価のためのベンチマーク問題
に過ぎないという側面があります．そういった研究に
おいて「娯楽ゲーム」自体は研究対象というよりは単
なる適用対象の一種であるといえます．
また，ゲームそのものに対する理論的な研究として，

本誌でも度々特集が組まれている「ゲーム理論」があり
ます．このゲーム理論は，経済，社会活動などをゲー
ムとしてモデル化し，その性質やダイナミクスを分析
するためのツールとして提唱され，その後，経済学の
基礎理論などとして発展してきました．娯楽ゲームも
ゲーム理論の対象分野の一つであり，基礎的なゲーム
理論の例としても登場する「じゃんけん」などはその最
たる例ともいえます．また，上述のチェスなどの多く
の娯楽ゲームもゲーム理論における非協力ゲーム，展
開型ゲームといった性質をもつゲームとして，広くい
えばゲーム理論に分類されるゲームの一つではありま
す．しかし発展の背景やその適用を考えるとこうした
娯楽ゲームはゲーム理論における研究対象の中心から
は外れていることは否めません．このように娯楽ゲー
ム研究がさまざまな研究テーマの一部に現れながらも
副次的な扱いを受けることが多い中，ゲームそのもの
の勝ち負けを研究する数学の一分野が，組合せゲーム
理論です．

3. 組合せゲーム理論という分野について

組合せゲーム理論は大雑把にいえば，組合せ（�二
人零和有限確定完全情報）ゲームを対象にその数学的
特徴を調べる分野です．その中でも最も大きな関心が，
どちらのプレイヤが勝つかという必勝判定です．ある
ゲームに対して必勝判定ができるとはあるゲーム（の

350（12）Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited. オペレーションズ・リサーチ



状況）が入力として与えられたときにどちらのプレイ
ヤが勝つか計算するアルゴリズム（計算手順）を作成
できることを表します．もちろん，そのようなアルゴ
リズムが存在することそのものは自明ではありません
が，組合せゲームに対する必勝判定は必ずできること
が 1913年に発表されたいわゆるツェルメロの定理 [1]

から直ちに示すことができます．
一方でツェルメロの定理は「効率的な」必勝判定が

あることを示唆するものではありません．むしろ将棋
や囲碁，チェスに対する研究 [2]が示していることは，
これらのゲームが人間だけでなくコンピュータにとっ
ても難しいゲームであるということであり，実際に高
速に「解ける」ゲームはあまり知られていません．た
とえば将棋は 1064 以上の局面 [3]のすべての関係を列
挙すれば必勝判定はできるが現在の性能のかなりいい
コンピュータを使っても 1正 (1040)年以上は軽くかか
る計算になってしまいます．組合せゲーム理論分野で
は 1902 年のバウトンのニムというゲームに対する研
究 [4]を皮切りに効率よく計算できる組合せゲームの
数理的特徴づけとその解法に関する知見を得てきまし
た．私の研究ではこの高速に解くことができる問題群
と高速に解くことができない問題群の乖離を埋めるこ
とを目標としています．

4. 学位論文

学位論文では，手札消費型，つまり，手札を減らして
いくことを目標とし，手札が 0枚になったプレイヤが
勝ちであるというゲーム群のうち，組合せゲームに近
い性質をもつゲームを中心にその特徴づけや個々の事
例に関する研究を行っています．本稿では，その中か
ら特に単貧民と呼ばれるゲームに関する結果（2017年
春季研究発表会にて発表）とその後の研究成果 [5, 6]，
今後の研究展望を述べて終わりとさせていただきます．

4.1 単貧民ゲームについて
単貧民はトランプカードゲームの中でも全国的に認

知度，人気が高い遊びである大貧民（大富豪とも呼ば
れます）を簡易化したゲームです．単貧民はその大貧
民に

• 特殊ルールが一切存在しない，
• 1枚出しのみを認める，
• 手札は公開で行われる，

という制約を課したものであり，大貧民を単純化し，
かつ完全情報ゲーム化したものと捉えることができま
す [7]．この組合せゲーム単貧民に対する高速に必勝
判定を行うアルゴリズムについて以下では紹介します．

省略された証明などは文献 [5]などをご参照ください．
まず本研究の基礎となる二人単貧民を以下のように

モデル化します：
各プレイヤの手札集合はN = {1, 2, . . . , n} の部分

集合の形で与えます（簡単のためそれぞれの手札集合
は単純集合として説明します）．各プレイヤ（先手を
P0，後手を P1 とします）に配布された札（手札と呼
ぶことにします）の札数は必ずしも等しくなくてよい
ことにご注意ください．札の番号は強さを表し，大き
いほど強いものとします．この設定の下，以下の形で
ゲームを進めていきます．

• 先手後手を決め，先手プレイヤ，後手プレイヤの順
に交代で，手札から場に 1枚ずつ札を出していく．

• 場は最初，空（「0」の強さの札が置かれていると
考える）．

• 順番のプレイヤは，手札の中から場の札の値より
も大きい値の札を 1枚出すことができる．出した
札はそれまで出ていた札の上に置かれる（場に出
ている札は今出した札に代わる）．このとき，順番
はもう一人のプレイヤに移る．

• 順番のプレイヤは，手札を出さずに順番をもう一
人のプレイヤに譲ることができる（パスする，と
いう）．このとき場に出ている札は空になる（改め
て，「0」の札が置かれる）．

• 先に手札が 0枚になった（すべての手札を出し切っ
た）プレイヤが勝ちであり，その時点でゲームは
終了とする．

先手プレイヤの札集合をX0 ⊆ N，後手プレイヤの
札集合をX1 ⊆ N とします．また場に最後に出された
札を r とします．まだ札が出されていない空場では仮
想的に 0の札が置かれているものとし，{r} = {0}と
します．このとき，以下の二部グラフを定義します：
G0 = (X0, X1 \ {min (X1)} ∪ {r}, E0)，つまり，G0

は，P0 のすべての手札と P1 の最弱札を除く札と場の
札の各札を点としたグラフであり，プレイヤ P0 の各
手札から，その札が勝てるプレイヤ P1 の手札へ辺を
引く形で定義されています（図 1参照）．このグラフに
おける最大マッチングを µG0 とします．同様に，G1，
µG1 を定義します．このとき以下の定理が成立するこ
とを示しました．

定理
µG0 > µG1 ならば P0 必勝，そうでないならば，P1

必勝である．また，手札の枚数に関して線形時間で必
勝判定を行うことができる．
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図 1 µG0
, µG1

の計算例

4.2 その後の発展，今後の研究
以上が 2017年に春の全国大会で発表した結果です．

最後にこの研究そのもののその後の発展に関する拙
著 [6]を簡単に紹介して終わりとさせていただきます．
現在取り組んでいる研究の一つはこの成果の不完全情
報ゲームへの発展です．単貧民の解析は上記の研究に
よって必勝プレイヤ判定の意味で，完全に解明されて
いる一方，単貧民研究の契機となった大貧民自体は完
全情報ではないため，大貧民における戦略設計の観点
から見ると上記の成果だけでは元の問題に与える影響
は限定的となってしまいます．また，完全情報ゲーム
における結果を不完全情報ゲームに適用することは一
般には困難です．上述のとおり，任意の引き分けのな
い組合せゲームではいずれかのプレイヤが必勝プレイ
ヤ，つまり相手がどのような戦略をとったとしても勝
つことができ，かつ（現実的な実行時間で計算できるか
はともかく，理論上は）計算可能であるため，必勝戦略
計算可能ですが，上述の単貧民を不完全情報ゲームへ
一般化すると，必勝戦略や必勝プレイヤが存在しない
ことを簡単に示すことができます．では，不完全情報
で行う単貧民に関しては手立てがないのでしょうか？
ここで単貧民のもとになった一般の大貧民に注目しま

す．このゲーム自体は完全情報ゲームではない不完全
情報ゲームですが一方で，全く情報がないゲームとし
て遊ばれることも滅多にありません．たとえば，大貧
民においては通常トランプのカードが用いられるため，
自分の手札に K の札が 4 枚あるなら他プレイヤの手
札にはKの札が存在し得ない，あるいは Jの札が手札
に 3枚あるなら他プレイヤの手札内には Jの札は高々
1枚しかないなどさまざまな推測可能な「情報」が存
在します．また，（よくあるケースとはいえませんが）
相手の手札の一部がばらまかれて公開されてしまうよ
うなケースも考えられるでしょう．つまり，一般の大
貧民は他人の手札に関する情報が全くないゲームでは
なく，部分的な情報が与えられているゲームとみなす
ことができるのではないかという発想をもとに行って
いるのが現在の研究です．当該論文では，以上のよう
な状況を実現する目的の下，そのような部分的な情報
を形式的に与える部分情報オラクル（以下，単にオラ
クルとも呼ぶ）を導入しました．文献 [6] では特に相
手の手札の枚数のみを返すオラクルと最大マッチング
のサイズのみを返すオラクルが不完全情報単貧民にど
のような影響を与えるかに関して検証を行いました．
この研究は不完全情報ゲームの新しい解析スキーム

としてオラクルモデルを提案した点が本研究の重要な
貢献であると考えています．これまで不完全情報ゲー
ムに対する理論的な解析は著者らの知る限り，（ゲーム
理論でいう）混合戦略をはじめ，不確実性を確率を利
用してモデル化するものがほとんどであるように思い
ます．これに対し，本研究で提案したオラクルモデル
は情報自体の欠落と補填に焦点を置いています．オラ
クルモデルによる解析はそれ自体が新しいスキームで
あり，ほかの不完全情報ゲーム解析への応用が期待で
きます．それのみならず，ゲームごとにさまざまなオ
ラクルを考えることができる点，ゲームのみならず，
不完全情報社会事象一般にも応用可能性を秘めている
点，確率モデルとの組合せも可能である点など拡張性
の面からもその発展が期待できるように考えています．
OR分野のさまざまな研究に今後も触れていく中で応
用の可能性を今後見つけていきたいです．
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