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動的意思決定と人間行動
―アレのパラドックス (Allais paradox) の解法―

吉村　仁，伊東　啓，岡部　拓也

期待効用理論は，以前よりアレのパラドックスのために欠陥があると考えられてきた．その後，プロスペクト
理論が提案されたことで，この欠陥は人間行動の心理的な問題であると考えられている．吉村らは 2013 年に心
理的解釈を必要としない合理的行動理論からパラドックスを説明する解法を提案した．この解法では，ベルマン
の最適性原理を一般化して動的意思決定を導き，資産の最大化と破産回避という二つの目的関数を組み合わせる
ことで，アレのパラドックスが資産の中間層の最適化行動として現出することを説明する．この解法から，従来
の von Neumann and Morgenstern (1944) の公理体系を基本とした効用理論が本質的に静的モデルであり，
動的モデルの効用関数には現資産という状態変数が必然的に入ること，さらに人間には破産回避の行動が本質的
に内在していることがわかる．最後に，動的最適化モデルの意義と将来の展望について論じる．

キーワード：アレのパラドックス，動的計画法，動的意思決定，破産回避

1. はじめに

意思決定理論 [1] は，1980 年代初頭に動物の採餌
行動におけるリスク回避の説明に定性的に使われてき
た [2–4]．採餌行動とは動物が餌を採る行動のことで
ある．採餌時間を長くとれば多くの食べ物を得ること
ができるが，一方で被食リスク（自分が他の動物に食べ
られて死亡するリスク）も上がる．このことから，利益
とリスクのどちらを重視するかという動物行動の研究
が数多く行われてきた．動物実験も盛んに行われ，動
物には利益よりもリスクに対して敏感に反応するとい
うリスク回避行動があることが実証されてきた [3, 4]．
続いて，ベルマンの動的計画法 [5]が動物の生涯行動
の最適化問題として本格的に導入された [6, 7]．動的
計画法のコンセプトは ，連鎖する最適行動をゴール
（未来）からスタート（過去）へ向かって各時点にお
ける利益が最大化するような戦略を繋げていけば，そ
れが生涯の利益の最大化になるというものであり，動
物の生涯の適応度を考えるうえで画期的な試みであっ
た [8, 9]．なぜなら，本来，適応度とはその個体が生
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涯に残した子供の数であり，動的計画法では直接それ
を扱えるためである．難点は数値解しか得られないこ
とで，動的計画法が数値計算アルゴリズムであること
によるやむ得ない欠点であった．このように，動物生
態学では，意思決定理論と動的計画法が，ほぼ同時期
に行動適応の説明に使われるようになった [3, 4]．意
思決定理論にはアレのパラドックス [10]があり，合理
的行動に基づく説明ができなかった．その一方で，動
的計画法も数値計算アルゴリズムのために，数値解し
か得られないという問題があった．
Yoshimura et al. [11, 12]では，動的計画法の動的

最適化を資産（動物ではエネルギー保存量）の最大化と
して考え，簡略化により動的最適化理論の基本を導き，
アレのパラドックスの合理的解法を導いた．本稿では，
2013 年に Journal of Ethology に発表したこの 2 報
の論文の概要をまとめて紹介する．まず，動的計画の
原理を簡略化して，動物の体サイズ（資源保有量・人
間では現資産）のみの長期最適化を定式化し，最終資
産の最大化の動的意思決定理論を導出する．これを基
本にして資産の最大化と同時に破産の回避の目的関数
を組込み複合最適化の目的関数を導出する．得られた
結果にもとづき，アレのパラドックスの解法を説明す
る．最後に，解法の意義や未来の展望では，従来の理
論の問題点や，本理論の幅広い応用について言及する．

2. 動的意思決定の導出

時間軸上の資産の変動を考えよう．まず，初年度
t = 0，最終年度 t = T として，T 年間の資産変動
を考える．t 年度の資産を wt としその年の資産の積
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算成長率を rt と表すと次年度の資産 wt+1 は t 年度
の資産と成長率の積になるので，wt+1 = wtrt となる
(t = 0～T − 1)．よって，最終資産 wT は以下の式と
なる．

wT = w0r0r1 · · · rT−1 = w0

T−1∏
j=0

rj (1)

ここで，積算成長率 rt は独立で同形の分布をもつラ
ンダム変数とする．積算成長率 r の確率を p = p(r)

（
∑

p(r) = 1とする）と表すと，幾何平均成長率 G(r)

は

G(r) =
∏

rp(r) (2)

となる．最終資産の最大化を考える．

wT −→ max (3)

資産の最大化は成長率の積算の最大化なので，幾何平
均の最大化と同等となる．

G(r) −→ max (4)

さらに対数の最大化とも同等であるので

logG(r) = E{log(r)} −→ max (5)

つまり，資産の最大化は，対数成長率 (log(r)) の期待
値の最大化と同等となる．これを別の形で表すことも
できる．すなわち，効用関数

u(r) = log(r) (6)

に対して，期待効用の最大化は

E{u(r)} −→ max (7)

と表現される．さらにここで，成長率の表現を変更し
ていく．もともと成長率は現資産wと次年度の資産の
違いなので，次年度の獲得資産を g で表すと

r =
g + w

w
(8)

で表現できる．式 (6)，(7) の期待効用理論の表現は以
下のようになり，動的効用の最大化の原理が導かれる．

u(g;w) = log
(g +w

w

)
(9)

E{u(g;w)} −→ max (10)

このように，資産の最大化を目的関数として最大化
をすることで動的効用が導かれる．この動的効用関数
u(g;w)には，収入 g の決定変数と現資産 wの状態変

図 1 動的効用関数
a．資産 w を一定にしたときの収入 g の動的効用．b．
意思決定する時点での総資産 (g+w) の評価関数．ど
ちらの場合も状態変数である現資産 w によって異な
る関数となる [11]．

数の二つの変数（図 1）があることから，明白に，von
Neumann and Morgenstern [1] の期待効用論と異な
ることがわかる．ここにはベルマンの動的計画法 [5]

の状態変数が反映されている．

3. 資産最大化と破産回避の同時最適化

式 (9)，(10)で表した最終資産の最大化では，特に破
産回避戦略を考慮に入れていない．そこで破産を避け
る戦略として，成長率がマイナスの場合をより重く評価
するよう，以下のペナルティ関数を導入する（図 2a）．

f(r) = a

(
1

r

)b

= a

(
w

g + w

)b

for − w < g < 0

(11)

ここで，ペナルティの重み aと指数 bは定数とする（数
値計算では，a = 2，b = 2とする）．ペナルティを組
込んだ動的効用関数は以下のようになる（図 2b）．

u(g;w)=log
(g + w

w

)
for g ≥ 0

u(g;w)=

(
1 + a

(
w

g + w

)b
)
log
(g +w

w

)
for − w < g < 0 (12)
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図 2 a．ペナルティ関数．b．ペナルティを組込んだ動的
効用関数 [12]

上記の式 (12)を アレのパラドックスに使う効用関数
とする．

4. アレのパラドックス

アレのパラドックスはいろいろな形で提示可能だが，
ここでは Machina [13] に沿って，下記の例について
数値解析を行う．このパラドックスでは，選択は (a, b)

と (c, d)の 2組あり，それぞれ独立にいずれか一方を
選ぶ．

a : $1million with Prob = 1.00

b : $5million with Prob = 0.10

$1million with Prob = 0.89

$0 with Prob = 0.01

c : $1million with Prob = 0.11

$0 with Prob = 0.89

d : $5million with Prob = 0.10

$0 with Prob = 0.90

パラドックスの本質は，選択 (c, d)では，ほぼ全員
が選択肢 dを選ぶ．ところが，選択 (a, b)では，多数
の人が選択肢 aを選んでしまう．これに対して，期待
効用理論の公理からは，選択肢 aを選んだ人は選択肢

cを選び，選択肢 bを選んだ人は選択肢 dを選ぶと予
測される．理由を簡単に説明する．選択 (a, b)の組か
ら確率 0.89で賞金$1million を得る期待効用を差し引
く．選択 (c, d)では同様に，確率 0.89の賞金$0 を差
し引く．残りの分の選択 (ac, bd)は以下になる．独立
の公理により，以下の選択肢は元の選択肢と同等であ
ることが保証される．

ac : $1million with Prob = 0.11

bd : $5million with Prob = 0.10

$0 with Prob = 0.01

このことから，von Neumann and Morgenstern [1]

の期待効用論では選択肢 a と c は同等，選択肢 b と d

は同等となり，人々はいずれか一方の組を選ぶはずだ
ということになる．実際には，相当数の人々が選択肢
a を選びつつ選択肢 d を選ぶので，期待効用理論では
説明がつかない．

5. アレのパラドックスの解法

本節では，3 節で導出した式 (12) の破産回避付き動
的効用関数を使ってアレのパラドックスの説明をして
いく．まず数値解析の設定として，現資産 w = 10,000

と設定する．まず選択 (c, d) を考えよう．選択肢 c，
d の期待効用をそれぞれ，E(uc)，E(ud) と表すと式
(12) に導入して，以下のように計算できる，

E(uc) = 0.11 log

(
1M + w

w

)
= 0.507663 (13)

E(ud) = 0.10 log

(
5M + w

w

)
= 0.621661 (14)

ここで，M は百万の単位で現資産 w = 10,000 から
E(ud) > E(uc) となり，選択肢 c よりも選択肢 d が
好ましいことがわかる．
つぎに選択 (a, b) を考えよう．選択肢 a は不確定

性がなく必ず受け取れるので，意思決定者はすでに受
け取ったものと想定できる．この想定を加味して，選
択 (a, b) を別の表現に変更することを考えよう．新し
く受け取ったことを想定した現資産をw′ = 1M + w

とすると新しい選択 (a′, b′) は以下ように書き換わる．

a′ : $0 with Prob = 1.00

b′ : $4million with Prob = 0.10

$0 with Prob = 0.89

−$1million with Prob = 0.01

この選択では，実質的に選択肢 a′ は意味がなく，選択
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図 3 資産レベルとアレのパラドックスの関係

肢 b′ をとるかどうかという選択に変わっている．さら
に重要なのは，1％の確率で$1M を失うが 10％の確率
で$4M を得る賭けに挑戦するかである．後でわかる
ように，この点が破産回避が重要となることを示して
いる．選択肢 a′，b′ の期待効用を E(ua′)，E(ub′)と
表すと式 (12) に導入して，以下のように計算できる．

E(ua′) = u(0;w′) = 0 (15)

E(ub′) = 0.10u(4M ;w′) + 0.89u(0;w′)

+ 0.01u(−1M ;w′) = −941.463 (16)

E(ua′) > E(ub′) なので，最適性は選択肢 a′ が選択
肢 b′ より好ましい．つまり，最初の選択 (a, b) では，
選択肢 a が選択肢 bより優先される．こうして動的意
思決定ではアレのパラドックスが最適化の必然性から
起こる．
今回の解析ではパラドックスが起こるかは現資産

の数値に依存することがわかる（図 3）．変換点は
w1 = 0.102400 と w2 = 671,350 である．現資産が
w1 より低い場合，つまり貧乏なとき，選択肢 a と c

を選びパラドックスは起こらない．また，w2より高い
場合，つまり裕福な場合，選択肢 b と d を選び，これ
もパラドックスにはならない．つまり，パラドックス
は中間層が破産回避するためたまに起こる現象である
ことが理解できる．もちろん，このアレのパラドック
スの証明は定性的なもので，今後定量的にするにはさ
らなる解析が必要と思われる．

6. 解法の意義

動的最適化の基本は，最終時間での資産の最大化（式
(3)）である．時間軸上（式 (1)）の最適化となるため，
時系列上の成長率の積算の最適化となる，すなわち，
その平均である幾何平均の最大化に一致する．このた
め，従来の算術平均は使えないが，対数をとることに
より，対数成長率の算術平均に変換できる．成長率の
変換式（式 (8)）が重要で，これにより，現資産 w の状
態変数が必然的に入ってくる．状態変数なしには，最
終資産の最大化を規定できないことがわかる．導かれ
た動的効用では，決定変数は収支（収入）g になるの
で x 軸は原点ゼロを起点とした単調増加関数となる．
さらに状態変数wを z軸上にプロットすると曲面とな

ることがわかる．従来の期待効用が全資産の 1 軸しか
なかったのは静的モデルだったためで，動的計画とは
違い，時間依存性を考えていない．より正確に時間依
存性をみるためには動的計画が必要である．
もう一つの重要な要件は破産回避の導入である（式

(11)，(12)）．ここでは負の成長率を加重して破産をよ
り避けるようにしている．実は，これを導入しないと
アレのパラドックスは起こらない．つまり，人間はあ
る程度資産が貯まると資産を保全しようとする破産回
避の行動を示すことを意味する．破産回避の関数は実
際にどのような関数になるかは未知であり，今後の研
究に期待したい．
では，従来の von Neumann and Morgenstern [1]

の期待効用論の公理体系はどのような数学理論であっ
たのか？ 実は，この体系は，好き（嫌い）の尺度を起
点とした公理の上に構築されている．そのため最適化
に必須の目的関数が存在しない．つまり，この公理体
系は，比較理論であり，最適化理論ではなかったこと
がわかる．好き嫌いの尺度を効用関数で定義して，平
均の効用（期待効用と呼ぶ）が最大であれば最適だと
仮定して，公理に沿って数学理論を構築したのだ．最
適化理論である限り，最適化の尺度，つまり，目的関
数がなければならない．最適化は今回の動的最適化を
含め，数理工学の問題であり，純粋な公理体系で表現
できると考えるのは無理があると思われる．
アレのパラドックスの存在は，人間の行動は合理的

行動 (rational behavior) ではないのではないか，と
いう議論を巻き起こした [14]．今回の解法は，従来の
期待効用論が不完全な比較理論であったがためにアレ
のパラドックスを説明できなかったことを示しており，
合理性を排除する必要はないことが理解できる．その
点からアレのパラドックスを心理学上の問題として考
えたプロスペクト理論 [15]は間違いであることが自明
である．半世紀以上解明されずにいたため，心理の問
題と考えて，解法を心理に求めたのはやむ得ない歴史
であろう．ただ，心理学上の問題はまだほとんど未解
明であるが実際に現実に存在しており，プロスペクト
理論で提案されている考えをすべて否定できるわけで
はない．今後の行動の実証研究を通して明らかになる
と思われる．

7. 未来の展望

アレのパラドックスの解法に沿って動的最適化理論
を説明してきたが，実は効用理論にはまだ多数の問題
が存在する [16]．動的効用関数は実際どのような形な
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のか？ 最終資産の最適化（式 (1)–(10)）までは純粋
に解析解であるが，破産回避は数値解のための任意の
関数（式 (11)）である．本来解析的に求めたいところ
だが，解析法が不明である．従来から問題になってい
る保険とギャンブルの問題 [17, 18]を考えると，動的
効用関数は式 (10) のような簡単な関数でないことは
明確である．これらさまざまな問題の解法が出そろえ
ば，動的最適化理論の全貌が見えてくるかもしれない．
ゲーム理論の展開も気になるところである．これま

での進化ゲームや公共財ゲームなどについても，動的
効用を用いた新しい理論展開が必要になってくる．利
得表の意味づけにも変更が必要となってくる [19]．た
とえば，現資産を組込むとタカハトゲームですら，解
には現資産依存性がでてくる [20]．ゲーム理論の本質
にかかわるジレンマ問題の本質も動的理論では従来と
異なる様相をとる [21]．ナッシュ均衡の概念 [22] に
は変更は想定されないが，実際の動的ゲームではその
計算法も全く未解明である．現代のゲーム理論が，動
的効用を基本とした最適化理論の枠組みとした新動的
ゲーム理論となるにはまだしばらく時間がかかると思
われる．
本稿で扱った動的モデルは従来から関係する意思決

定理論を含むオペレーションズ・リサーチ，金融工学，
ミクロ経済学の各分野だけでなく，期待値を基準に展
開している経営工学，ミクロ経済学にも大きな変革を
求めるであろう．動的最適化の確立に本稿が少しでも
寄与できればという思いで本稿を上梓した．
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Clark 教授は，期待効用理論はアレのパラドックスの
存在から本質的に間違っており，動的計画法が唯一の
正しい方法だと主張していた．吉村は，期待効用理論
の正しさを示すために解法を探したが，解法を実際に
みると，Clark 教授の考えが正しかったことがわかっ
た次第である．問題を教えてくださった Clark 教授，

論文発表の機会をいただいた安井行雄氏に改めてお礼
を申し上げる．
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