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ゼロ行列式戦略とその拡張
一ノ瀬　元喜，間宮　安曇

ゼロ行列式戦略とは 2012 年に Press と Dyson が発見した繰り返しゲームにおける特徴的な戦略である．こ
の戦略は，相手プレイヤーがどのような戦略をとっても相手と自身に線形の利得関係を強いる．この性質により，
ゼロ行列式戦略は相手プレイヤーに対して利得の不公平な分配を強制することができる．本稿では，ゼロ行列式
戦略とは何かをまず説明してから，その数理的な導出について記す．次に著者らが発展させてきたゼロ行列式戦
略に関する割引因子と観測エラーの導入という拡張を紹介し，その解析によって得られた結果について記す．
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1. はじめに

ゲーム理論の繰り返しゲームにおいて，自分が協力的
に振る舞うことによって後に相手からの協力を期待で
きるという直接互恵 [1–3]の研究は長年行われてきた
が，2012 年のW. H. Pressと F. J. Dysonが米国科学
アカデミー紀要 (Proc. Natl. Acad. Sci. USA)で発表
した“Iterated Prisoner’s Dilemma contains strate-

gies that dominate any evolutionary opponent：繰
り返し囚人のジレンマは，あらゆる進化的な相手を支
配する戦略を含む”というタイトルの論文 [4]は関連
分野の研究者に大きな驚きをもって迎えられた．後に
Zero-determinant strategy（著者らは日本語では，「ゼ
ロ行列式戦略」と呼称している）と呼ばれることになっ
たこの戦略は，相手がどのような戦略をとってきても，
相手の 1 回のゲーム（ラウンド）あたりの期待利得を
ある一定の値に固定したり，相手には絶対負けない（最
悪でも引き分けで，それ以外は相手より必ず高い利得
となる）戦略を含む．これらの特徴は，ゼロ行列式戦
略（以降，ZD戦略）が相手の戦略にかかわらずに，自
分と相手との間に線形の利得関係を強制することがで
きるという性質から来ている．ZD 戦略の発見に触発
され，世界中の関連分野の研究者がさまざまな拡張を
行ってきたが，著者らもここ数年，観測エラーや割引
因子という現実的な要素を加えた ZD戦略について理
論を発展させてきた．本稿では，まず ZD戦略とは何

いちのせ　げんき
静岡大学大学院総合科学技術研究科工学専攻
〒 432–8561 浜松市中区城北 3–5–1
ichinose.genki@shizuoka.ac.jp
まみや　あづみ
三菱電機（株）名古屋製作所
〒 461–8670 名古屋市東区矢田南五丁目 1 番 14 号
azumi azumi0917@icloud.com

かを説明する．その後，ZD 戦略の導出を行う．最後
に，著者らが行ってきた ZD戦略に関するさまざまな
拡張について記す．

2. ZD戦略とは何か

ZD戦略とは，繰り返しゲームにおいて，相手がどの
ような戦略をとったとしても，相手に線形の利得関係
を強いることができる戦略である [4]．図 1(A)，(B)

にその一例を示す．これは，プレイヤーXと Y の 2人
のプレイヤーが囚人のジレンマゲームを無限回繰り返
したときの 1 回のゲーム（ラウンド）あたりの各プレ
イヤーの期待利得である sX（縦軸）と sY（横軸）の
関係を示している．
どちらの図でもプレイヤー X が ZD 戦略をとって

いる．図 1(A) の ZD 戦略は，Equalizer と呼ばれて
いる ZD の特殊ケースの戦略であり，図 1(B) の ZD

戦略は Extortion（Extortioner とも呼称される）と
呼ばれている別の ZDの特殊ケースの戦略である [4]．
ZD戦略について，図では，それぞれ一つの Equalizer

戦略と一つの Extortioner戦略に固定しているが，プ
レイヤー Y については，ランダムに 1,000 戦略生成
+ALLC（無条件協力）+ALLD（無条件裏切り）の計
1,002戦略用意している．ZD戦略対ランダム戦略の期
待利得を黒点，ZD戦略対ALLC（無条件協力）戦略の
期待利得を青点（グラフ上部の点），ZD戦略対ALLD

（無条件裏切り）戦略の期待利得を赤点（グラフ下部の
点）で表している．点が集中しているので，1 本の線
のように見えるが，実際には 1,002 個の点が打たれて
いる．これらの図から，数値的にではあるが，ZD 戦
略は相手（プレイヤー Y）がどんな戦略（ここではラ
ンダム戦略と ALLC と ALLD）をとっても相手に直
線の利得関係を強いていることがわかる．
一方で ZD 戦略ではないと同様の図はどうなる
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図 1 (A, B) ZD 戦略対 1,002 戦略（ランダム +ALLC+ALLD）の期待利得の関係
(A) Equalizer戦略 p = (2/3, 1/3, 2/3, 1/3)．相手の点 sY を常に sY = 0.5に固
定している．(B) Extortioner 戦略 p = (0.9, 0.65, 0.25, 0)で相手の 2倍の得点を
得る (sX = 2sY )．(C) WSLS 戦略対 1,002 戦略の期待利得の関係．利得ベクト
ルはすべて (T,R, P, S) = (1.5, 1, 0,−0.5).

だろうか．図 1(C) はよく知られた Win-Stay-Lose-

Shift (WSLS) 戦略 [5]（Pavlov 戦略 [6] とも呼ばれ
る）である．この図では縦軸が WSLS 戦略の期待値
で横軸が相手の利得の期待値である．相手の戦略はこ
こでも同様に 1,002戦略生成しており，WSLS戦略と
相手の一つの戦略の利得の期待値の組が一つの点で表
されている．この図から，一般的には，WSLS戦略は
ZD 戦略ではない（相手に直線の利得関係を強いてい
ない）ことがわかる1．

2.1 Equalizer戦略と Extortioner戦略
ZD戦略は相手に直線の利得関係を強いるが，果たし

てこれはどのような意味をもつのだろうか．これだけ
だとわかりにくいが，上述した Equalizer戦略と Ex-

tortioner戦略はわかりやすい意味をもつ ZD戦略の特
殊ケースである．ここではこれらの戦略について詳し
く説明する．
Equalizer と呼ばれる戦略はその名のとおり，相手

がどんな戦略をとっても相手の利得をある固定した
（equalの）点数にさせることができる．図 1(A)を見
ると直線が横軸に対して垂直になっている．これはプ
レイヤー Y の期待利得 sY が固定した点数になるこ
とを意味する．具体的に述べると，ここでは記憶 1戦
略 p = (2/3, 1/3, 2/3, 1/3)（記憶 1 戦略の定義は後
述する）で表される Equalizerは，繰り返しゲームの
利得ベクトルが (T,R, P, S) = (1.5, 1, 0,−0.5)（変数
T,R, P, Sについては後述する）となっているとき，相
手がどんな戦略をとっても相手の利得の期待値 sY を
0.5に固定させることができる．つまり，Equalizer戦

1「一般的には」と書いたのは，利得行列の値によってはWSLS
戦略も ZD 戦略となることがあるからである．

略は相手の利得の期待値をコントロールすることがで
きる．その一方で，Equalizer 戦略の方は，垂直線が
縦に広がっていることからもわかるように，相手の戦
略に依存してさまざまな利得の期待値になることがわ
かる．
次に Extortioner 戦略について見ていく．Extor-

tioner の定義は，「(P, P )を始点として直線の傾きが
1より大きい ZD戦略」である．これが意味するのは，
相手がどんな戦略をとっても絶対に相手に負けないと
いうことである．ALLDなどが相手の場合，(P, P )で
引き分けとなってしまうが，この引き分けになる以外
の相手には，どんな相手に対しても相手の利得よりも
高くなる．具体的に述べると，図 1(B)は，ゲームの
利得ベクトルが (T,R, P, S) = (1.5, 1, 0,−0.5)におい
て，p = (0.9, 0.65, 0.25, 0) という Extortioner 戦略
の一例を示している．このとき，直線の傾きは 2とな
る．sX = 2sY の直線となるので X の期待利得は Y

の 2倍となる．ここでは直線の傾きが 2の例を示した
が，直線の傾きが 2より小さいものや 2よりも大きい
ものも作れ，無限の Extortioner戦略を考えることが
できる．以上のように ZD戦略の中の Equalizer戦略
や Extortioner戦略は相手に対して利得の不公平な分
配を一方的に強いることができる．

3. ZD戦略の導出

前節までで，グラフと言葉の説明を用いて ZD戦略
の特徴を記してきた．本節では，ZD 戦略がどのよう
にして発見されたのかを導出する．ZD 戦略のゼロ行
列式の意味は，行列式を 0 にするということである．
PressとDysonはプレイヤーX と Y の 2人がゲーム
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を無限回繰り返したときの 1 回のゲーム（ラウンド）
あたりの利得の期待値が行列式の形で表せることを示
した [4]．プレイヤーの期待利得がなぜ行列式の形で表
せるか，またその行列式を 0にするということがどう
いうことかを以下で順を追って説明する．

3.1 導出
2 人のプレイヤー i ∈ {X, Y } の繰り返し囚人のジ

レンマゲームを考える．それぞれのプレイヤーは，毎
回のラウンドで，CまたはDのいずれかの行動を選択
する．Cは協力，Dは裏切りを意味する．このゲーム
の利得行列は以下で与えられる．

(C D

C R S

D T P

)
(1)

この行列の要素はプレイヤーX が繰り返しゲームの
1回のラウンドで得る利得を示している．行がプレイ
ヤーX の行動，列がプレイヤー Y の行動に対応する．
2人のプレイヤーがどちらもCを取ったとき，プレイ
ヤーX は Rの利得を得る．プレイヤーX が C，プレ
イヤー Y が Dの行動をとったとき，プレイヤー X は
Sの利得を得る．プレイヤーX がD，プレイヤー Y が
Cの行動をとったとき，プレイヤーX は T の利得を得
る．2人のプレイヤーがどちらも Dを取ったとき，プ
レイヤーX は P の利得を得る．行をプレイヤー Y の
行動，列をプレイヤーX の行動に変更すると，この行
列はプレイヤー Y が得る利得を示す．ここで，ゲーム
が囚人のジレンマであるための条件 T > R > P > S

を仮定する．T > Rかつ P > S より，どちらのプレ
イヤーも，相手の戦略にかかわらず，Cよりも Dを取
ることでより高い利得を得る．さらに，2R > T + S

の条件を仮定する．この条件は，繰り返しのゲームに
おいて，相互協力し続ける方が，一方が C，もう一方
が D を交互に取るよりも利得が高くなることを保証
する．
ここで 2人のプレイヤーが記憶 1戦略 (Memory-one

strategy)を採用している状況を考える．記憶 1戦略と
は，今回の戦略を決めるために 1ラウンド前の結果（自
分と相手の行動）の情報しか用いない戦略である．プ
レイヤー X の記憶 1 戦略を p = (p1, p2, p3, p4)で定
義する．p1は，前回のゲームで自分がC，相手が Cで
あったとき，今回のゲームで自分が Cを取る確率であ
る．p2 は，前回のゲームで自分がC，相手がDであっ
たとき，今回のゲームで自分が Cを取る確率である．
p3 は，前回のゲームで自分がD，相手が C であった

とき，今回のゲームで自分が Cを取る確率である．p4

は，前回のゲームで自分が D，相手がDであったとき，
今回のゲームで自分がCを取る確率である．同様にし
てプレイヤー Y の記憶 1戦略を q = (q1, q2, q3, q4)で
定義する．qj(j ∈ {1, 2, 3, 4}) の意味は pのときと同
様である．
2人のプレイヤーとも記憶 1戦略を採用すると仮定

しているので，ラウンド t (t ≥ 0) での 2 人のプレイ
ヤーの確率分布は，v(t) = (v1(t), v2(t), v3(t), v4(t))

と書ける．ここで，v1 は，ラウンド tで両者が Cとな
る確率，v2 は，ラウンド tでプレイヤー X が C，Y

が Dとなる確率，v3 は，ラウンド tでプレイヤー X

が D，Y が Cとなる確率，v4 は，ラウンド tで両者
が Dとなる確率である．次のラウンド t+ 1での確率
分布 v(t + 1)は v(t)に以下で表されるゲームの遷移
確率行列M を掛けて v(t + 1) = v(t)M で求めるこ
とができる．

M =

⎛
⎜⎜⎜⎝
p1q1 p1(1 − q1) (1 − p1)q1 (1 − p1)(1 − q1)

p2q3 p2(1 − q3) (1 − p2)q3 (1 − p2)(1 − q3)

p3q2 p3(1 − q2) (1 − p3)q2 (1 − p3)(1 − q2)

p4q4 p4(1 − q4) (1 − p4)q4 (1 − p4)(1 − q4)

⎞
⎟⎟⎟⎠ (2)

この行列の行は，順に前回のゲームの状態 (C, C)，
(C, D)，(D, C)，(D, D)を表す．同様に列は，順に次
のゲームの状態 (C, C)，(C, D)，(D, C)，(D, D)を表
す．したがって，たとえばM の 1行 2列は，ゲーム
の状態が (C, C)から (C, D)に移る遷移確率となる．
v(t+1)は v(t)にのみ依存するので，この状態遷移

はマルコフ連鎖である．マルコフ連鎖がエルゴード的
である場合，そのマルコフ連鎖には次のような定常分
布が存在する．

v = vM (3)

ここでM ′ ≡ M − I とすると式 (3)は vM ′ = 0と
変形できる．行列M ′ にクラメルの公式を適用すると

adj(M ′)M ′ = O (4)

が得られる．ここで adj(M ′)はM ′の余因子行列であ
る．vM ′ = 0 かつ adj(M ′)M ′ = O より，adj(M ′)

のすべての行は v に比例する．したがって，v と任意
のベクトル f の内積は，adj(M ′) の任意の行と f の
内積に比例する．たとえば，adj(M ′)の 4行目を用い
ると v · f ∝ C14f1 +C24f2 +C34f3 +C44f4 となる．
ここで Cij は adj(M ′)の i列 j 列の要素を意味する．
これは行列M ′ の 4列目を f に置き換えた行列式の余
因子展開に等しいため，次のように書き換えることが
できる．
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v · f ∝

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1q1 − 1 p1(1 − q1) (1 − p1)q1 f1

p2q3 p2(1 − q3) − 1 (1 − p2)q3 f2

p3q2 p3(1 − q2) (1 − p3)q2 − 1 f3

p4q4 p4(1 − q4) (1 − p4)q4 f4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

2列目と 3列目に最初の列を足しても行列式は変わら
ないので，これはさらに，次のように書き換えること
ができる．

v · f ∝

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1q1 − 1 p1 − 1 q1 − 1 f1
p2q3 p2 − 1 q3 f2
p3q2 p3 q2 − 1 f3
p4q4 p4 q4 f4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ D(p, q, f)

(6)

式 (6)の行列式を正規化するために D(p, q, 1)で割る
と，v · f が得られる．

v · f =
D(p, q,f )

D(p, q,1)
(7)

ここで 1 = (1, 1, 1, 1)である．任意のベクトル f をプ
レイヤー X の利得ベクトル SX = (R,S, T, P ) で置
き換えると

sX = v · SX =
D(p, q,SX)

D(p, q,1)
(8)

が得られる．同様に f をプレイヤー Y の利得ベクト
ル SY = (R, T, S, P )で置き換えると，

sY = v · SY =
D(p, q,SY )

D(p, q,1)
(9)

が得られる．sX や sY は，定常分布に利得ベクトルを
掛けたものなので，それぞれのプレイヤーのラウンド
あたりの期待利得である．以上の線形代数的な操作に
よって期待利得 sX や sY を行列式の形で表すことが
できた．さらに，これらを線形結合したものは，α, β, γ
を実数とすると，

αsX+βsY +γ=
D(p, q, αSX+βSY +γ1)

D(p, q,1)
(10)

と，これも行列式の形で表すことができる．式 (10)

の右辺の分子 D(p, q, αSX + βSY + γ1)の値が 0な
らば，

αsX + βsY + γ = 0 (11)

となり，2人のプレイヤーの期待利得が線形の関係に
なる．ここで，式 (10)右辺の分子の中身は以下のよう
になっている．

D(p, q, αSX + βSY + γ1) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

　 p1q1 − 1 p1 − 1 q1 − 1 αR + βR + γ

p2q3 p2 − 1 q3 αS + βT + γ

p3q2 p3 q2 − 1 αT + βS + γ

p4q4 p4 q4 αP + βP + γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(12)

式 (12) の右辺の行列式の 2 列目に注目するとプレイ
ヤー X の戦略 pj (j ∈ {1, 2, 3, 4})のみから構成され
る．行列式の性質から，もし 2列目と 4列目が等しけ
れば行列式は 0 となるので，式 (10) の右辺も 0 とな
り，式 (11)が成り立つ．したがって，もしプレイヤー
X が行列式の 4 列目と等しくなるように自身の戦略
pj (j ∈ {1, 2, 3, 4})を調整すれば，プレイヤー Y の戦
略に関係なく（qj (j ∈ {1, 2, 3, 4})は入っていないの
で），線形の利得関係を強いることができる．このよう
に式 (10)の右辺の行列式を 0にする戦略が ZD戦略で
あり，この戦略は式 (12) の行列式の 2 列目と 4 列目
が等しいという条件から以下の式で表される．

p1 = αR + βR + γ + 1

p2 = αS + βT + γ + 1

p3 = αT + βS + γ

p4 = αP + βP + γ

(13)

3.2 Equalizer戦略と Extortioner戦略の表式
式 (13)において，α = 0としたものが 2.1節前半で

説明した Equalizer戦略である．α = 0を式 (13)に代
入することで以下の Equalizer戦略の表式が得られる．

p1 = βR + γ + 1

p2 = βT + γ + 1

p3 = βS + γ

p4 = βP + γ

(14)

この四つの方程式から β, γ を消去し，p1 と p4 を用
いて p2, p3 について解くと以下が得られる．

p2 =
p1(T − P )− (1 + p4)(T −R)

R − P
(15)

p3 =
(1− p1)(P − S) + p4(R− S)

R − P
(16)

また式 (14)の連立方程式から p2, p3 を消去し，β, γ
を p1 と p4 で表したものと α = 0を式 (11)に代入し
て解くとプレイヤー Y の期待利得 sY の式が得られる．

sY =
(1− p1)P + p4R

(1− p1) + p4
(17)
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なお，式 (17)において，0 ≤ p1 ≤ 1と 0 ≤ p4 ≤ 1よ
り ZD 戦略は P ≤ sY ≤ R の任意の値を相手プレイ
ヤーに強いることができることもわかっている [4]．
ここで，図 1(A) を改めて見ると，p = (2/3, 1/3,

2/3, 1/3)の Equalizerは相手プレイヤーの期待利得を
sY = 0.5 に固定しているが，これは利得ベクトル
(T,R, P, S) = (1.5, 1, 0,−0.5) が与えられたときに
p1 = 2/3, p4 = 1/3と決めて式 (15)–(17)から p2, p3,

sY について求めたものであることがわかる．
一方で，式 (13)において，α = φ ( �= 0), β = −φχ,

γ = φ(χ − 1)P としたものが 2.1 節後半で説明した
Extortioner戦略であり，以下の式で表される．

p1 = 1 + φ[(R − P )− χ(R− P )]

p2 = 1 + φ[(S − P )− χ(T − P )]

p3 = φ[(T − P )− χ(S − P )]

p4 = 0

(18)

プレイヤー X がこの Extortioner戦略をとると，

sX − P = χ(sY − P ) (19)

の線形の利得関係を強いることができる．χは直線の
傾きを示しており，図 1(B)を改めて見ると，これは利
得ベクトル (T,R, P, S) = (1.5, 1, 0,−0.5)が与えられ
たときに，式 (18)において，φ = 0.1, χ = 2と決める
ことで得られた p = (0.9, 0.65, 0.25, 0)のExtortioner

戦略だということがわかる．

4. ZD戦略の拡張

この ZD戦略について，著者らはさまざまな拡張を
行ってきた [7–10]．ここでは，それらの拡張について
紹介する．

4.1 割引因子の導入
繰り返しゲームにおいて，将来の利得は現在の価値

よりも割り引いて考え，プレイヤーは行動選択を行う
ことが自然である．したがって，利得に割引因子を導
入した繰り返しゲームのモデルが伝統的に考えられて
きた．割引因子はプレイヤーが将来与えられる利得を
重視するパラメーターである．割引因子が大きいほど，
将来の利得を重視し，小さいほど現在の利得を重視す
ることを表す．次の期で得られる利得は現在の利得に
δ (0 < δ < 1)をかけることで，価値が割り引かれる．
割引因子付きゲームは，ゲームの終了期が決まってい
ない有限回ゲームとも解釈でき，このように解釈した
場合，δ はゲームが続く確率と解釈できる．ZD 戦略
の利得の直線関係はプレイヤーが得る利得に依存する．

したがって，ZD 戦略に関して，将来の利得における
割引因子の影響を調査することは重要であり，著者ら
はその影響を調査した [7]．ここでは，その概略と見つ
かった割引因子ありでの ZD戦略について説明する．
著者らは，まず式 (11) から分析を開始した．目的

は，線形の利得関係を課すプレイヤー X の記憶 1 戦
略 pを見つけることである．仮に pが ZD戦略だとす
れば，プレイヤー Y のいくつかの代表的な戦略 q に
かかわらず，2人の利得関係はある直線上に乗らなけ
ればならない．プレイヤー Y の代表的な戦略とは，た
とえば q = (1, 1, 1, 1), q = (0, 0, 0, 0), q = (1, 0, 1, 0)

などを考えることができる．著者らは，割引因子あり
での sX と sY の式を導いてから，これらを式 (11)に
代入した．これにより，q を含まないいくつかの関係
式を得ることができる．少なくともこれらの q に対し
て，2 人のプレイヤーの期待利得は線形になっていな
ければならないので，これは必要条件を与える．この
ようにして得られた pが十分条件も満たすかどうか確
かめるため，この pと任意の q = (q1, q2, q3, q4)を逆
に式 (11)に代入した結果，q は消去され，この線形の
関係式も満たされることがわかった．
この結果得られた，割引因子ありでの ZD戦略の式

は以下となった．

δp1 − 1 + p0(1− δ) = αR + βR + γ

δp2 − 1 + p0(1− δ) = αS + βT + γ

δp3 + p0(1− δ) = αT + βS + γ

δp4 + p0(1− δ) = αP + βP + γ

(20)

この式は，割引因子を考えない，つまり δ = 1のとき
は，式 (13)と一致することがわかる．式 (20)におい
て，p0 はラウンド t = 0での Cを取る確率であり，割
引因子を考えたときは，この p0 も ZD 戦略の式に入
ることがわかった．
また分析の結果，ZD戦略だけではなく，

p0 = p1 = p2 = p3 = p4 (21)

という unconditional strategy（無条件戦略）も相手
がどんな戦略をとっても相手に線形の利得関係を強い
ることができる戦略であることも判明した [7, 11]．
さらには，Equalizer 戦略や Extortioner 戦略が存

在するための最小の割引因子 δcが以下であることを明
らかにした．

δc ≡ max

(
T −R

T − P
,
P − S

R− S

)
(22)
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Equalizer戦略は δ ≥ δc で存在し，Extortioner戦略
は δ > δc で存在する．また Extortioner 戦略が存在
するための最小の直線の傾き χc が以下であることも
明らかにした．

χc ≡ max

(
R− S − δ(P − S)

δ(T − P )− (T −R)
,
T − P − δ(T − R)

δ(R − S)− (P − S)

)

(23)

4.2 観測エラーの導入
現実社会では，ほかのプレイヤーの行動が完全に観

測できない場合（不完全観測：imperfect monitoring）
がある．相手の行動が直接観測できないとき，相手が
何をやったか全くわからないわけではなく，多くの場
合，プレイヤーたちの行動を不完全ながら表す何かの
シグナルが観測できることが多い．たとえば，相手の
行動に関係するシグナル，「シグナル g (good)」ある
いは「シグナル b (bad)」のどちらかが私的に観察さ
れるとする．このシグナルには，ノイズがついており，
相手が協力（または，裏切り）の場合，g（または，b）
が観測されるが，周りの環境などの要因により，ある
確率で逆の b（または，g）の信号を観測してしまう．
このように，本来観測するべき信号ではない，逆の信
号を観測してしまうことを観測エラーという．著者ら
の論文 [8]では，観測エラーを繰り返しゲームに導入
し，私的不完全観測下での ZD戦略について調査した．
ここでは，その概略と見つかった観測エラーありでの
ZD戦略について説明する．
この論文ではまず，Hao et al. [12] が先にやった

のと同様に，観測エラーありを含んだ形での式 (10)

の D(p, q, αSX + βSY + γ1) を式 (24) のように導
いた．
ここで p, q について，前回のゲーム結果が Cg, Cb,

Dg, Dbのときの添字を，それぞれ 1, 2, 3, 4とする．ま
た εはどちらか一方のプレイヤーに観測エラーが起こ
る確率であり，ξは両方のプレイヤーに観測エラーが起
こる確率である．また τ = 1− 2ε− ξ, μ = 1− ε− ξ，
η = ε+ ξ である．その後，q に関係なく，式 (11)を
成立させるD(p, q, αSX + βSY + γ1) = 0となる戦
略 pを以下の定理を用いてすべて探索した．

定理 1. n次正方行列 Aに対して，

det(A) = 0 ⇔ Aの列ベクトルは 1次従属

が成り立つ．

その結果，観測エラーありでの ZD戦略の式は以下
となった．これは Hao et al. [12]が先に見つけたもの
と一致する．

μp1 + ηp2 − 1 = αRE + βRE + γ

ηp1 + μp2 − 1 = αSE + βTE + γ

μp3 + ηp4 = αTE + βSE + γ

ηp3 + μp4 = αPE + βPE + γ

(25)

観測エラーが入るので，利得についてRE = R(1− ε−
ξ) + S(ε+ ξ)，SE = S(1− ε− ξ) +R(ε+ ξ)，TE =

T (1−ε−ξ)+P (ε+ξ)，PE = P (1−ε−ξ)+T (ε+ξ)

の変換が必要である．式 (25)は，観測エラーがないと
き (ε = 0, ξ = 0) は，式 (13) と一致することがわか
る．また割引因子ありの場合と同様に，観測エラーあ
りの状況でも p1 = p2 = p3 = p4 で表される無条件戦
略もまた線形の利得関係を強いる戦略であることも判
明した．この無条件戦略は，式 (21)に対応するが，割
引因子がない今回の場合は p0 は含まれない（p0 は何
でもよい）．

4.3 割引因子と観測エラーの同時導入
次の論文 [9]では，割引因子と観測エラーを同時に

考えた．前節と同様のやり方で数理解析を行った．ま
ず割引因子と観測エラーが入ったうえでの式 (10) の
D(p, q, αSX + βSY + γ1) を求めた．式が長いので
ここでは省略するが，これは，式 (24) にさらに割引因
子 δ が入った複雑な形をしていた．その後，q に関係
なく，この D(p, q, αSX + βSY + γ1) = 0を成立さ
せる戦略 pを定理 1を用いてすべて探索した．
その結果，割引因子と観測エラーが両方ともある場

合の ZD戦略の式は以下となった．

192（28）Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited. オペレーションズ・リサーチ



δ(μp1 + ηp2)− 1 + p0(1− δ)= αRE + βRE + γ

δ(ηp1 + μp2)− 1 + p0(1− δ)= αSE + βTE + γ

δ(μp3 + ηp4) + p0(1− δ)= αTE + βSE + γ

δ(ηp3 + μp4) + p0(1− δ)= αPE + βPE + γ

(26)

式 (26)は，割引因子も観測エラーもない (δ = 1, ε =

0, ξ = 0)ときは，式 (13)と一致することがわかる．割
引因子 (0 < δ < 1)のみある場合，式 (20)と一致する
ことがわかる．観測エラーのみある (ε > 0, ξ > 0)場
合，式 (25)と一致することがわかる．またこれまでの
場合と同様に，割引因子と観測エラーが両方ある状況
でも式 (21)で表される無条件戦略もまた線形の利得関
係を強いる戦略であることも明らかにした．
図 2はプレイヤー X はある固定した戦略，プレイ

ヤー Y は図 1と同様に 1,002戦略ずつ生成した際の両
者の期待利得の関係を図示したものである．図 2(A)–

(D)は割引因子がない (δ = 1)場合，(E)–(H)が割引
因子が δ = 0.9 の場合である．すべての図において
黒点が観測エラーがない場合，黄緑点が観測エラーが
ε+ξ = 0.1の場合，水色点が ε+ξ = 0.2の場合である．
(A)と (E)のプレイヤーX はWSLSであり，これは
一般には ZD戦略ではないので，線形の利得関係とな
らない．(B)と (F)はプレイヤーX が Extortioner戦
略の場合である．数値的にではあるが，観測エラーが
あっても (B)，観測エラーと割引因子の両方があっても
(F)，線形の利得関係を強いていることがわかる2．(C)

と (G)はプレイヤー X が Equalizer 戦略の場合であ
る．これも数値的にではあるが，観測エラーがあって
も (C)，観測エラーと割引因子の両方があっても (G)，
プレイヤー Y の戦略にかかわらず sY は常に一定を強
制されることがわかる．(D)と (H)はプレイヤーX が
無条件戦略の一つの例である ALLD 戦略の場合であ
る．著者らの論文で明らかになったように無条件戦略
も線形の利得関係を相手に強いていることがわかる．

4.4 ZD戦略の存在条件
図 2で割引因子 δ や観測エラー ε, ξ があっても ZD

戦略が存在することはわかるが，それらがどのような
値でも ZD戦略は存在できるわけではなくそれぞれに
閾値が存在する．したがって，著者らは ZD戦略が存

2 観測エラーがない場合，Extortioner 戦略は絶対負けない
が，エラーがあると，相手より点数が低くなってしまう場合
が存在することも知られている．実際，(PE , PE) 付近では
相手よりも点数が低い．エラーがある場合の Extortioner 戦
略は通常のものと区別して Contingent Extortioner と呼ば
れている [8, 9, 12]．

在できる条件を明らかにすることに取り組んだ [10]．
数理解析の詳細は省略するが，α = 0の Equalizer戦
略が存在する条件 δc, ηc は以下のようになることを明
らかにした．

δ ≥ δc ≡ max

(
TE − RE

μ(RE − PE) − η(TE − SE) + TE − RE

,

PE − SE

μ(RE − PE) − η(TE − SE) + PE − SE

)

(27)

η < ηc ≡ RE − PE

TE +RE − PE − SE
(28)

一方で，Extortioner 戦略を含む χ > 1 の pcZD

戦略 (positively correlated ZD) が存在する条件は，
δ > δc, η < ηc に加えて，以下の κ の範囲と χc にな
ることを明らかにした．

PE +
η

μ− η

(
TE − SE

χ− 1
+ PE − SE

)
≤ κ

≤ RE − η

μ− η

(
TE − SE

χ− 1
+ TE −RE

) (29)

χ ≥ χc ≡ max(χ1, χ2) (30)

ここで，

χ1 = 1 +
(1 − δ + 2δη)(TE − SE)

δ(μ(RE − PE) − η(TE − SE)) − (1 − δ)(TE − RE)

(31)

χ2 = 1 +
(1 − δ + 2δη)(TE − SE)

δ(μ(RE − PE ) − η(TE − SE)) − (1 − δ)(PE − SE)

(32)

である．なお，式 (27)と式 (30)について，観測エラー
がないときは式 (22)と式 (23)にそれぞれ一致するこ
ともわかる．

5. おわりに

本稿では，繰り返しゲームにおいて Pressと Dyson

によって発見された ZD戦略について，その紹介と著
者らが行ってきた拡張について紹介した．まず，ZD

戦略は相手がどのような戦略をとっても自身と相手に
線形の利得関係を強いることを数値計算の例で説明し
た．その後，ZD 戦略の導出を行った．プレイヤーの
1ラウンドあたりの期待利得が行列式の形で表せるこ
とを説明し，そこから 2人の利得の線形和も行列式の
形になることを示した．ZD 戦略とは，この利得の線
形和の行列式を 0にするような戦略のことであり，そ
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図 2 繰り返し囚人のジレンマゲームでの 2 人のプレイヤー間の期待利得の関係
(A)–(D)：割引因子がない (δ = 1)の場合，(E)–(H)：割引因子が δ = 0.9 の場合，
黒点：観測エラーなし，黄緑点：観測エラーが ε+ ξ = 0.1，水色点：ε+ ξ = 0.2．
利得ベクトル：(T,R, P, S) = (1.5, 1, 0,−0.5)．(A, E) WSLS 戦略 vs. 1,002 戦
略．(B, F)Extortioner 戦略 vs. 1,002 戦略．(C, G)Equalizer 戦略 vs. 1,002 戦
略．(D, H)ALLD 戦略 vs.1,002 戦略．

の式も示した．ZD 戦略の研究の発展として，著者ら
は割引因子や観測エラーなどの現実的な要素をモデル
に組み込み，このような状況でも ZD戦略が存在する
ことを示した．数理解析の中で，ZD 戦略だけではな
く無条件戦略も線形の利得関係を強いることを明らか
にした．さらには，ZD戦略が存在できる割引因子，観
測エラーのパラメーターの下限についても解析的に求
めた．
ZD戦略については現在でもさまざまな拡張が行われ

ている．ZD戦略は 2 人プレイヤーで囚人のジレンマ
ゲームだけに存在するものではなく，3 人以上のプレイ
ヤー [13–16]やほかのゲーム [4, 17, 18]でも存在する
ことが知られている．一方で，進化ゲームの研究者によ
り，ZD戦略の進化についてさまざまな研究が行われて
きている [11, 14, 19–28]．その中で，Extortioner戦
略は一対一のゲームでは強いが，集団を考え，戦略が進
化する状況を考えた場合には，強い戦略ではないこと，
むしろ ZD 戦略のほかの特殊ケースであるGenerous

戦略が進化的に強いことなどが既に明らかとなってい
る [19]．ZD戦略を含めて “Partnerと Rival”あるい
は “Friendly-rivalry”といった形で戦略の分類を行う
ことによって [29–32]，それらの戦略がもつ特徴も徐々
に明らかとなってきており，今後，繰り返しゲームに
おける戦略のさらなる理解が進むであろう．
著者らもさらに ZD戦略に関する研究を進めている．

χ > 1 の pcZD 戦略は相手に線形の利得関係を強い
ることができるだけでなく，利得を改善したいと考え
る適応的な相手プレイヤーを最終的に ALLC（無条件
協力）に導くことができるという性質がある．この性
質が割引因子ありの状況でも成り立つか現在解析中で
あり，研究成果がまとまり次第，発表したいと考えて
いる．
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