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森林資源管理における最適化モデルの展開(I)
―林分単位での最適化モデル―

吉本　敦，木島　真志

森林資源を管理するとき，管理の目的が必ず存在する．同時に自然環境あるいは経済社会環境に対するさまざ
まな制約も存在する．それらを把握し，適切な OR 手法の選択，モデルの構築，分析を通して管理者に対し意思
決定を支援することが，OR 分野に携わる森林科学の研究者の主要な任務となる．これまで，森林資源を対象と
した管理問題では，制約や制御の性質上，対象を大きく二つに分け対応してきた．一つが経営体の最小単位とな
る林分単位であり，もう一つが複数の林分からなる森林単位である．本稿では，これまで展開されてきた古典的
な手法から近年の手法について，林分単位の最適化モデルに関連する研究に焦点を当てて著者の視点から詳説す
る．森林単位については次稿での「森林単位での最適化モデル」を参照されたい．
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1. はじめに

現在，森林資源は脱炭素社会，生態系サービス，SDGs

などさまざまな場面で再認識されはじめている．植林
から伐採（収穫）に至るまで，長期的な施業を必要と
する森林資源の管理は，“資源量の成長予測”と“予測
に基づく意思決定”が管理の経済性・効率性を大きく
左右する．カナダ，アメリカにおいては，木材産業が
地域経済のみならず，国の経済にも大きな影響を与え
てきたため，古くから森林の成長予測，それに基づく
植林から伐採に至る一連の管理施業に対する意思決定
サポートを念頭にした OR手法の研究が進められてき
た [1]．森林資源管理を検討する際には，線形計画法，
動的計画法など数理計画法の手法が広く応用されてい
る．林分単位では，特に時間とともに変化する林分成
長の動態を考慮すれば動的計画法が適当な手法といえ
る．なお，林分には樹種・樹齢が同一な単純同齢林，樹
齢が異なる単純異齢林，あるいは樹種の異なる混交林
などが存在するが，基本的に制御は間伐の時期，強度
となる．次にまず古典的な問題を説明し，動的計画法
の応用について詳説する．
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2. 古典的な林分単位の問題：伐期齢の探索

古くから研究されている林分単位の問題には，与え
られた林分に対する伐期齢（伐採を施す林分の林齢）の
決定がある．伐期齢を探索するには，目的に対する最
適化の基準が必要である．井上 [2]は“生理的伐期齢”，
“工芸的伐期齢”，“収穫量最大の伐期齢”，“森林純収益
最大の伐期齢”，“土地純収益最大の伐期齢”，“収益率
最大の伐期齢”，“金員総収益最大の伐期齢”，“労働生
産性最大の伐期齢”，“利潤最大の伐期齢”などの異な
る伐期齢を列挙しているが，このような伐期齢は，基
本的に目的を何にするかで命名されたものである．仮
に，目的とすることが何であるかが明確になれば，最
適化の手法を用いて最適解となる伐期齢を探求するこ
とができ，上記のような名前にとらわれる必要がなく
なる．
一般的に用いられている伐期齢探求のための基準は

1) 生産物の大きさ，2) 年平均成長量 (Mean Annual

Increment: MAI)，3）森林貢祖 (Forest Rent: FR)，4）
土地期望価 (Soil or Land Expectation Value: SEV

or LEV)などがある．生産物の大きさを基準にすると，
経営の目的はある大きさの林木を最大限生産すること
になる．日本の市場においては柱生産のための主流と
なるサイズの製材があり，たとえばスギ・ヒノキ正角
では（厚 10.5 cm×幅 10.5 cm×長 3.0m）のサイズ
が代表的で市場でもっとも流通しているクラスであり，
木材・製材市況を観測するのに用いられている指標で
ある．このような 10.5 cm× 10.5 cm× 3.0mの製材
を丸太から生産することを考えれば，測樹学の応用か
ら，おおよその目安として胸高直径の大きさがどれく
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らいになれば良いか予測がつく．市場の価格，生産費
用などを考慮する必要がなければ，このようなサイズ
による基準は有効なものとなり，伐期齢は樹種構成，地
位などにより一意に決定される．
上記 2）の年平均成長量を基準にすれば，伐期齢は

それを最大にする時期となる．ここで材積成長量を Q

とし，

Q = f(t) (1)

のように成長を時間 tの関数とすると，年平均成長量
(MAI)は

MAI =
f(t)

t
(2)

となり，年平均生産量を最大にする時期は，MAIの時
間 tに対する第一次導関数をゼロとする最適化の第一
次条件 (First Order Condition)により求めることが
できる．したがって，下記条件式を満たす時期が最適
伐期齢となる．すなわち，連年成長量が年平均成長量
と交わる時期である．

f ′(t) =
f(t)

t
(3)

森林貢祖は，概念的にはMAI と同じであるが，そ
の違いは，MAIが生産を基準にした年平均成長量であ
るのに対し，森林貢祖は年平均の純収益を基準にして
いることである．ここで単位材積当たりの価値を P，
期間 tまでの生産に対する費用をC(t)とすると，森林
貢祖は

FR =
P · f(t)− C(t)

t
(4)

となる．したがって，伐期齢はこの FRを最大にする
期間 tによって決定される．この方法に対しては，森
林経営に対する投資という点で，資本（林地）に対す
る機会費用が無視されているとの批判がある．
最後の基準にドイツ森林数学者のHossfeldが 1805年

に，Faustmannが 1849年に発表した土地期望価があ
る [3]．土地期望価は，まず 1回の伐採により得られる
すべての収益と費用をある割引率の基で現在価値 (Net

Present Value: NPV)に換算し，その現在価値が，同一
の伐期齢により永遠に繰り返し得られる支払いとして
計算されたものである．土地期望価を最大にする伐期
齢は，Faustmann ruleあるいは Faustmann–Pressler

solutionとして知られている．図 1に標準的な林分の
経営に関わる施業とその費用・収益のフローを図示し
た．それぞれの費用・収益は異なる時間で発生してい
るため，仮に割引率を r とすると，まず現在価値の計

図 1 一連の施業に関わる費用と収益

算を行い，現時点における価値を算出する．

NPV = −Cr − Cw

(1 + r)5
− Cp1

(1 + r)10
− Cp2

(1 + r)15

+
Rt1 − Ct1

(1 + r)20
+

Rt2 − Ct2

(1 + r)25

+
Rt3 − Ct3

(1 + r)30
+

Rt4 − Ct4

(1 + r)35
+

Rh − Ch

(1 + r)T

(5)

次に，この現在価値が伐期齢 T の基に無限回得られる
ものとし，土地期望価を求めると，

SEV = NPV +
NPV

(1 + r)T
+

NPV

(1 + r)2T
+

NPV

(1 + r)3T

+
NPV

(1 + r)4T
· · · · · · · · ·

=
∞∑

k=0

NPV

(1 + r)kT

= NPV
(1 + r)T

(1 + r)T − 1

(6)

となる．これは初項NPV，公比 (1 + r)−T の無限等
比級数の和である．したがって，この値を最大にする
伐期齢 T が求める伐期齢となる．すなわち，この基準
は，伐期齢 T を変数とした関数であるため，第一次条
件（第一次導関数＝ 0）を採用することにより最適伐
期齢を探求することができる．

3. 林分単位での最適化モデル：動的計画法の
応用

OR 手法の一つである動的計画法 (Dynamic Pro-

gramming: DP)が森林分野で，世界で初めて応用さ
れたものが日本オペレーションズ・リサーチ学会論文
誌第 1巻に発表された Arimizu [4]の林分の経営にお
ける最適間伐量の探求である．有水氏はエール大学留
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図 2 間伐計画最適化問題

学中に R. Bellman と S. Dreyfus のアドバイスを受
け，米国アーカンサス州の森林に動的計画法を応用し，
最適な間伐量の組合せを探求した．その後，清家・小
田中 [5]は変分法により林分の収穫問題を記述し，DP

により土佐ひのき人工林の林分収穫表を用いて最適間
伐量を探求しているが，使用した間伐効果を描写する
関数による計算結果と実際の値に大きな乖離が生じ，
実用には至ってない．
DPの応用については，70年代から 80年代にかけ，

北米において間伐の効果を捉えた林分成長モデルの構
築とともに間伐計画の最適化に関する論文が数多く発
表されている．同時に非線形計画法 (Non-Linear Pro-

gramming: NLP) やヒューリスティック法での対応
も行われた [6]．ただ，Arimizu [4]の論文は日本の学
会誌に発表されていたため，引用されるケースはほと
んどなかった．
図 2に当初想定された単純な間伐のイメージをDP

ネットワークに示す．図 2 の左図は，T1 期に材積が
V1と V2になるように間伐をする選択と，T2期に再
びV1とV2になるように間伐する選択，最後は T3期
に主伐する計画オプションを示している．これを DP

ネットワークにしたものが右図になる．アークに示さ
れたものがその経路を通過する際，すなわち間伐によ
る利益などを表し，始点 A（植林）から終点 J（主伐）
への最適経路を探求すれば，それがすなわち最適間伐
計画となる．
上記では間伐効果をかなり単純化し DPネットワー

クを作成している．しかし，より複雑な林分成長モデル
の開発に伴い，従来のアプローチではDPネットワー
クの“次元の呪い (Curse of Dimensionality)”の問
題が発生し，さまざまな近似による対処法も開発され
た．日本においては，間伐効果を把握する林分モデル
の開発について，50年代後半から 60年代にかけ“自
己間引き理論”が林分の状態予測に導入され，立木本

数と主要林木の樹高，直径，材積の関係を描写する林
分の密度管理図というモデルが安藤 [7]により開発さ
れた．ただ当時は時間の要素が考慮されていなかった
ため，成長モデルとしての機能を満たしていなかった．
林分密度管理図は基本的には上層樹高，平均単木材

積，自然枯死線を主要素としたモデルである．モデル
の応用に際しては，現時点での林分の ha 当たりの立
木本数 N，上層樹高 H を与えれば，平均単木材積 v

が下記により計算される．

v(N,H)

=
1

0.068509N ·H−1.347464 + 2658.2H−2.814651

(7)

これは，下層木間伐を前提にしたときの同樹高におけ
る密度と材積の関係から導いたものである．平均単木
材積に立木本数 N を乗ずれば，ha当たりの材積

V (N,H) = v(N,H) ·N (8)

が得られる．また，立木本数と上層樹高により林分形
状高

HF (N,H)

= 0.791213 + 0.244012H
√
N/100 + 0.353895H

(9)

が計算される．この林分形状高と上記の ha 当たりの
材積を用いて，ha当たりの断面積

G(N,H) =
V (N,H)

HF (N,H)
(10)

が計算され，さらに ha 当たりの断面積と立木本数に
より，断面積平均直径

Dg (N,H) = 200

√
G(N,H)

π ·N (11)

が得られる．また，断面積平均直径と立木本数，上層
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樹高により平均胸高直径

DBH(N,H) = −0.048940 − 0.034814H
√
N/100

+ 0.98937Dg(N,H) (12)

を同時に計算することができる．
林分密度管理図では間伐量の判断指標として収量比

数という概念が使用されているが，この収量比数は最
多密度曲線における ha当たり材積と現林分の ha当た
り材積の比で定義されている．最多密度曲線における
ha当たりの材積は下記のように算出できる．まず，

log10 NRf (H) = 5.3083 − 1.4672 log10 H (13)

により ha当たりの本数 NRf を算出した後，

VRf (H)

=
NRf (H)

0.068509NRf (H)·H−1.347464+2658.2H−2.814651

(14)

により材積を算出する．したがって，収量比数は

Ry(N,H) =
V (N,H)

VRf (H)
(15)

となる．
上記の数式からもわかるように，現時点での林分の

ha当たりの立木本数 N，上層樹高H が与えられれば，
ほかの要素はすべて算出される．また，立木本数N と
植栽本数 N0 の関係は算出される平均単木材積を用い
て，自然枯死曲線

1

N
=

1

N0
+

v(N,H)

3.47089 × 106N0
−0.9184 (16)

により表される．したがって，N , N0, H のいずれか
二つが決まれば，ほかの一つが決まる．この関係を考
慮すれば，時間の経過に伴う林分成長を予測するには
上層樹高成長に時間の要素を加えれば十分であること
がわかる．
たとえば，上層樹高成長の予測モデルとして

Richards-Chapmans型の樹高成長曲線式 [8]

H = a(1− e−b·t)c (17)

を導入し，現時点の林分の林齢と ha当たりの立木本数
を与えることにより，自然枯死を考慮した将来的な林
分の成長を予測できる．換言すると，現時点の立木本
数と上層樹高が既知とすれば，植栽本数が推定できる．
植栽本数は基本的には林分の成長とは無関係で一定で
あるので，上層樹高が成長した場合，推定されたN0と
H により自然枯死による本数減少の予測が可能になる．
仮に間伐が施された場合，立木本数は減少し，間伐後

の本数と自然枯死の結果得られる本数で，どちらか少
ない方が上層樹高の成長とともに予測される立木本数
となる．ここで自然枯死の結果得られる本数を Ns と
すると，予測される上層樹高H とN0 を代入すること
により，その本数Nsは推定できる．したがって，間伐
後の立木本数を Nt とすれば，予測される立木本数は

N = min(Ns, Nt) (18)

となる．ここで得られる新たな ha 当たりの立木本数
N と上層樹高 H を用いれば，上述したそれぞれの要
素に対する関数式により林分構成要素が新たに算出さ
れる．そして，再度間伐あるいは成長による状態変化
が繰り返し行われ，間伐効果を考慮できる林分成長モ
デルが構築できる．林分密度管理図は，それが開発さ
れた頃のデータを用いてそれぞれのパラメータが指定
されているため，現在の森林の成長との乖離が大きく，
現在はほとんど利用されていない．しかし，吉本ら [9]

にあるように県などが所有する材積表あるいは調査に
よる材積，直径，樹高成長に関わる実測値があればパ
ラメータの再推定は比較的容易に行うことができ，再
推定されるパラメータを用いた密度管理図により，対
象とする林分に対して間伐効果を考慮できる林分成長
モデルの構築が可能になる．
話を DPに戻すと，従来のアプローチによる“次元

の呪い”の問題は Paredes and Brodie [10]，Yoshi-

moto et al. [11]らが開発した新たな動的計画法のアル
ゴリズムによりほぼ解決された．これらの開発された
アルゴリズムは，前者によるものが PATH (Projection

Alternative Technique)と呼ばれ，後者によるものが
MSPATH (Multi-Stage PATH)と呼ばれるものであ
る．従来のアルゴリズムが可能な間伐の組合せを全期
間通したものによりネットワークを構築するのに対し，
これらのアルゴリズムは林分の間伐期に間伐施業から
得られる“貢献 (Contribution)”とその後の林分主伐
から得られるであろう“貢献”の総和のみを考慮するも
ので，各間伐期における間伐強度（量）が制御変数であ
りかつ，状態変数となる．したがって，One-State &

One-Stageの DPネットワークによるアルゴリズムで
表現することができる．その結果，成長モデルがどのよ
うに複雑化しても，状態変数の次元は間伐期の間伐強度
が制御変数そのものになるため，“次元の呪い”を回避す
ることができる．アルゴリズムの導入は Paredes and

Brodie [10]ではネットワーク理論 (Network Theory)

とラグランジェ未定乗数法 (Lagrange Multipliers Ap-

proach)，Yoshimoto et al. [11]では変分法 (Calculus
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図 3 現在価値関数の軌道　 a) 林分材積，b) その他の価値 (Yoshimoto et al. [6])

of Variations) によるが，Yoshimoto et al. [6] はさ
らに最適制御 (Optimal Control) により TMSPATH

(Two-Directional MSPATH)を導入した．
今 x(t)を林分の状態を表す状態変数ベクトル，u(t)

を成長に影響を与える間伐の制御変数ベクトルとし，
林分成長はこれらで描写できるとする．さらに現在の
林分の状態から微小な時間内で得られる瞬時パフォー
マンスインデックス（ここでは間伐施業から得られる
収益の現在価値関数とする）を İ(x(t),u(t)) として，
時間間隔 (t0, tn)でのその積分値を最大にする最適制
御，すなわち間伐を探求することを目的とする．下記
の典型的な最適制御の問題が得られる．

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

max
{u(t)}

J =

∫ tn

t0

İ(x(t),u(t))dt

subject to

ẋ(t) = f (x(t),u(t))

x(t0) = x0

(19)

ここで f(·)は連続で微分可能な (x(t),u(t))の関数で，
林分の状態変化を表す．
主伐を伴う間伐施業を考慮し，上記問題を離散的な

問題に置き換えると下記となる．

max
{u(ti)}

J

=

n−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

İ(x(t),u(t))dt

=

n−1∑
i=0

{I(x(ti+1) |x(ti),u(ti))−I(x(ti) |x(ti),u(ti))}

(20)

なお，間伐施業 u(ti)は間伐後の林分状態 x(ti+1)の
みに影響を与える．離散的な状態変化を表す関数，g(·)

を (x(t),u(t))の関数とする．

x(ti+1) = g(x(ti),u(ti)) (21)

I(x(ti+1) | x(ti),u(ti))は林分状態 x(ti)において間
伐 u(ti) を施した後の林分状態 x(ti+1)から得られる
現在価値である．ここで I(u(ti))を間伐 u(ti)から得
られる収益の現在価値とすると，上記式の右辺第二項
は下記となる．

I(x(ti) | x(ti),u(ti))
= I(x(ti) | x(ti−1),u(ti−1))− I(u(ti)) (22)

すなわち，I(x(ti) | x(ti),u(ti)) は林分状態 x(ti)に
おいて間伐 u(ti) を施した直後の林分状態 x(ti) から
得られる収益の現在価値であり，それは過去の間伐施
業後に林分状態が x(ti)となったときに得られる現在
価値から間伐による現在価値を差し引いたものになる．
図 3 に Yoshimoto et al. [6] で示された I(·) の軌道
の例を示す．図 3a）は林分材積の変化を考慮したもの
で，単純増加を想定している．それに対し図 3b)はた
とえば景観価値，多様性価値，生態系サービスの価値な
どの例を示し，ここでは増減を伴う軌道になっている．
上記の変換の結果，(19)式は下記となる．

max
{u(t0),...,u(tn−1)}

J

=
n−1∑
i=0

{I(x(ti+1) | x(ti),u(ti))

− I(x(ti) | x(ti),u(ti))}

=

n−1∑
i=0

{I(x(ti+1) | x(ti),u(ti))

+ I(u(ti))− I(x(ti) | x(ti−1),u(ti−1))} (23)
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図 4 PATH，MSPATH，TMSPATH による DP ネットワークの比較 (Yoshimoto et al. [6])

ただし，i = 0 のとき，林分の初期状態 I(x(t0)) =

I(x(t0) | x(t−1),u(t−1)) となる．ここで One-State

& One-StageのDP最適化の枠組みを利用すると，最
適方程式 (Optimality Equation)は下記となる．⎛

⎝ fi
∗ = max

{u(ti)}
{fi(u(ti))}

fi(u(ti)) = Ii + Iui + {f∗
i−1 − I∗i−1}

(24)

ここで，Ii = I(x(ti+1) | x(ti),u(ti)), Iui = I(u(ti)),

I∗i = I(x∗(ti+1) | x(ti),u∗(ti))，そして，u∗(ti)は得ら
れる最適間伐強度であり，x∗(ti+1) = g(x(ti),u

∗(ti))

となる．Iu∗i = Iui (u
∗(ti−1))とすれば，下記を得る．

f∗
n = I∗n + Iu∗n−1 + Iu∗n−2 + · · ·+ Iu∗0 (25)

ここで得られる結果は，間伐の効果が次の間伐期にの
み現れ，それ以降は影響を及ぼさない場合である．た
とえば早生樹種であるラジアータパイン，ユーカリな
どがその例である．
間伐の効果は必ずしも次の間伐期で現れるものでは

なく，長期に及ぶ場合がある．たとえば，ある間伐期
に間伐が施され，次の間伐期に間伐をしないことが最
適になる場合などは長期的な間伐の影響を考慮する必
要が出てくる．そこで提示されたものが MSPATHで
ある．MSPATHでの最適方程式は下記となる．

⎛
⎜⎝ f∗

i = max
{u(ti−j),j}

{fi,i−j(ui(ti−j))}

fi,i−j(ui(ti−j))=Ii,i−j+Iui,i−j+{f∗
i−j − I∗i−j}

(26)

PATH アルゴリズムとの違いは間伐の待機期間 j が
新たに探索する変数として加わることである．なお，
Ii,i−j = I(x(ti) | x(ti−j),ui(ti−j)) であり ui(ti−j)

は間伐期 ti−j において，次の間伐期 tiでの林分状態を
ターゲットにしたものであり，そのとき間伐施業から
得られる現在価値は Iui,i−j = I(ui(ti−j))となり，j は
間伐待機の期間数であり，(ti−ti−j)はその時間間隔と
なる．また，I∗i−j = Ii,i−j(x(ti) | x(ti−j),u

∗
i (ti−j))

は 間伐待機期間 j で最適間伐 u∗
i (ti−j)が施されたと

きに林分状態 x(ti)から得られるだろう収益現在価値
である．PATHと比較して，計算量は増加するものの，
間伐の長期的な効果を捉えることができる．
一般的な林分成長モデルを用いる場合，ほとんどの問

題に対しMSPATHアルゴリズムで対処可能であるが，
間伐補助金といった時間限定的な収益があったりする場
合はその限りではない．その対応のために開発されたの
が TMSPATHである，これまでの PATH, MSPATH

が常に将来の間伐期をターゲットに目的関数値の評価
により最適解を探求してきたのに対し，TMSPATHで
は過去の複数の間伐期の最適解からの経路も最適解探
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求の一部とした．それがTwo-Directional (Backward

& Forward)である．
TMSPATH は複数期前から複数期後の間伐期にお

いて目的関数値の評価を可能とするため，MSPATH

ではそれぞれの間伐期において過去の経路が一つに決
まっていたのに対し，TMSPATH では過去の経路も
複数となる．最適方程式は下記となる．

⎛
⎜⎜⎜⎝

f∗
i = max

{u(ti−j),j,k}
{fi,i−j(ui(ti−j),u

∗∗
i−j(ti−j−k))}

fi,i−j(ui(ti−j),u
∗∗
i−j(ti−j−k)) = Ii,i−j + Iui,i−j

+Iu∗∗i−j,i−j−k + {f∗
i−j−k − I∗i−j−k}

(27)

MSPATHのそれとの違いは間伐期 ti−j−k から向けた
ti−j からの間伐待機期間であり，Iu∗∗i−j,i−j−k にその影
響が出ている．u∗∗

i−j(ti−j−k) はその間伐期での最適解
である．
図 4にこれら三つのアルゴリズムの違いのイメージ

を DPネットワークで示す．PATHおよびMSPATH

は間伐期に到達する以前の間伐については Backward

的に最適な経路が固定されているが，TMSPATH は
その選択も考慮しながら，Forward的な最適間伐の探
求が行われる．
実際にMSPATHアルゴリズムを用いた林分密度管

理を使用した例として文献 [12]を参照されたい．

4. おわりに

ここで紹介した林分単位の動的計画法は林分を経営
単位とするさまざまな問題に適用可能である．その場
合，考慮すべき制御とその林分成長への影響を捉えら
れるモデルの構築が必要不可欠となる．単純同齢林，
混交林，あるいは天然林といったさまざまな林分にお
いて，炭素固定，生物多様性などの評価にも十分役立
つものである．
また，林分の経営で問題になっている事象に管理放

棄というアンダーユースの問題がある．これは，木材
価格の低迷に伴い，所有者が伐採後の植林，間伐など
の施業を放棄する問題である．こうした“放棄”とい
う現象の予測に対して，オプション理論を応用した確

率動的計画法のモデル [13–15]なども構築されている．
これらのモデルを用いることで，放棄が発生する前に
対処できるような政策の探求も可能だろう．
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