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連載

世界をORする視線 (19)
第I部　通信・デジタル技術の発展

(3)コンピュータの発展：コンピュータ科学の
数学的基礎（続き6）

住田　潮

（註：本稿は前回からの続きであり，文献リストは
そのまま継承する．）
前回，植松 [67]に沿って情報源の符号化とメッセー

ジの復元可能性について解説した．今回もその延長線
上で，「符号化という工学的操作の効率性の上限が情報
源の確率分布から定まるエントロピーという量で与え
られる」ことを示したシャノンの第一基本定理（情報
源符号化定理）を紹介する．ちなみにこの本 [67]は，
「初学者にとって最良の教科書！」という帯に書かれた
標語がほぼ真実と思える優れた入門書であり，情報理
論を学ぼうとする人には，是非，一読をお勧めしたい．
シャノンの第一基本定理を論じる前に，いくつかの前
提となる概念を準備する．

1. 同時エントロピーと条件付きエントロピー

最初に，2次元確率変数に関する同時エントロピー
と条件付きエントロピーの概念を導入する．

定義 1.1　同時エントロピーと条件付きエントロピー
Ω1 ×Ω2 上で定義される離散確率変数 (X,Y ) が同

時確率 P (x, y) = P [X = x, Y = y] と条件付き確率
P (y|x) = P [Y = y|X = x] , x ∈ Ω1, y ∈ Ω2 をもつ
とする．
(1) (X,Y ) の同時エントロピー H (X,Y ) を

H (X,Y ) = −
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

P (x, y)log2P (x, y)

(1.1)

と定義する．
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(2) X に対する Y の条件付きエントロピー H (Y |X)

を

H (Y |X) = −
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

P (x, y)log2P (y|x)
(1.2)

と定義する．

条件付きエントロピーの意味は，以下のように理解
される．X = x が与えられたとき，Y の条件付きエ
ントロピーは，エントロピーの定義から

H (Y |X = x) = −
∑

y∈Ω2

P (y|x)log2P (y|x)
(1.3)

と書ける．一方，式 (1.2) は，条件付き確率に関する
ベイズの定理

P (x, y) = P (x)P (y|x) (1.4)

に注意すると，

H (Y |X) = −
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

P (x, y)log2P (y|x)

= −
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

P (x)P (y|x) log2P (y|x)

と変形され，この式の右辺に式 (1.3) を代入すると，

H (Y |X) =
∑

x∈Ω1

P (x)H(Y |X = x) (1.5)

が成立する．すなわち，X に対する Y の条件付エン
トロピー H (Y |X) は，X = x という条件下における
Y の条件付きエントロピーを X に関して平均したも
のと考えられる．
簡単な例で，定義 1.1の内容を検討してみよう．公

平なサイコロを 1回振ったとき，その目が偶数であれ
ば 0，奇数であれば 1の値を取る確率変数をX，その
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目が 1～3 であれば 0, 4～6 であれば 1 の値を取る確
率変数を Y とする．この場合，Ω1 = Ω2 = {0, 1} で
あり，同時確率 P (x, y) は表 1のようになる．たとえ
ば 1行目に着目すると，出た目が偶数 (X = 0) で 3以
下 (Y = 0) となるのは 2 の場合のみで，その同時確
率は 1/6 である．同時エントロピー H (X,Y ) を求め
ると，

H (X,Y )=
1

6
×

(
−2× log2

1

6
− 2× log2

1

3

)

=
1

6
× (2× log26 + 2× log23)

=
1

6
× (2 + 4log23) =

1

3
+

2

3
log23 (1.6)

となる．一方，条件付き確率 P (y|x) は表 2のように
なるので，条件付きエントロピー H (Y |X) は，

H (Y |X)=
1

6
×

(
2× log23 + 2× log2

3

2

)

=
1

6
× (2log23 + 2log23− 2)

=−1

3
+

2

3
log23 (1.7)

となる．　

表 1 X と Y の同時確率 P (x, y)

表 2 X と Y の条件付き確率 P (y|x)

この例で，H (Y |X) < H (X,Y )が成立しているが，
これは，偶数か否かという条件付けを行うことによっ
て同時エントロピーは減少すること，したがって，不
確実性の度合が減少することを意味している．この性
質は一般的に成立すると考えるのが自然で，次に，こ
の大小関係が偶然ではないことを証明する．

定理 1.2　エントロピーの加法性

H (X, Y ) = H (X) +H (Y |X) = H (Y ) +H(X|Y )

[証明]

式 (1.4) で与えられたベイズの定理に注意すると，

H (X,Y ) = −
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

P (x, y) log2P (x, y)

= −
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

P (x, y)log2 {P (x)P (y|x)}

= −
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

P (x, y) {log2P (x) + log2P (y|x)}

= −
∑

x∈Ω1

{∑
y∈Ω2

P (x, y)
}
log2P (x)

−
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

P (x, y)log2P (y|x)

= −
∑

x∈Ω1

P (x) log2P (x) +H (Y |X)

= H (X) +H (Y |X)

が成立する．定義 1.1 より，同時エントロピーは X と
Y について対称であるので定理が証明された． �

定理 1.2 は，「同時確率変数 (X,Y ) の曖昧さは，確
率変数 X の曖昧さと，確率変数 X を知ったときの確
率変数 Y の曖昧さの和になる」ことを主張している．
次の補題は，H (X) ≥ 0 とその等号条件より直ちに結
論される．

補題 1.3　

max {H (Y |X) ,H (X|Y )} ≤ H (X,Y )

X または Y が確定情報に対応するとき，また，その
ときに限って，等号が成立する．

補題 1.3 は，条件付けを行うことによって同時エン
トロピーが減少すること，すなわち不確実性の度合が
減少することを意味している．

2. 相対エントロピーとシャノンの補助定理

同じ標本空間上で定義される確率変数 X, Y につい
て，Y に対する X のエントロピーの異なり具合を測
る指標が相対エントロピーである．

定義 2.1　相対エントロピー
標本空間 Ω 上で定義される離散確率変数 X と

Y が，確率分布 P [X = x] = P (x) , P [Y = x] =

2022年 10月号 Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（43）557



Q (x) , x ∈ Ω をもつとき，Y に対する X の相対エン
トロピー H(P ||Q) を

H(P ||Q)=
∑

x∈Ω
P (x) {log2 P (x)− log2 Q(x)}

=
∑

x∈Ω
P (x) log2

P (x)

Q(x)
(2.1)

と定義する．
H(P ||Q) は P と Q について対象ではなく，一般的
に，H(P ||Q) �= H(Q|P ) である．

相対エントロピーの意味を理解するため，X の情報
エントロピー

H (X) = −
∑

x∈Ω
P (x) log2 P (x)

を，連載第 18 回で議論した符号化の観点から再解釈
してみる．− log2 P (x) は，確率 P (x)で生起する事
象に関する自己情報量で，P (x) に関して単調減少で
ある．すなわち，生起確率が高いほどそれに関する自
己情報量は小さくなる．この情報を符号化して送信す
ることを考えるとき，「発生確率の高いものに対して
は符号語長を短くする」という原則から，符号語長を
自己情報量に比例する形で符号化することは自然であ
る．すなわち，確率 P (x) で生起する記号 x の符号語
C(x) を，その長さが

lC (x) = |C(x)| = −α log2 P (x)

で与えられるように設定する．この式の右辺は整数と
はならないかも知れないが，議論をわかりやすくする
ため，ここではそれを無視し比例定数 α を 1 とする
と，エントロピー H (X) は平均符号語長を表わすこ
とになる．
いま事象を観察した結果，確率分布は Q (x) である

と判断し，x ∈ Ω に対する符号語長を − log2 Q (x) と
して符号化したとしよう．しかし，真実の確率分布が
P (x) であった場合，この誤判断に基づく平均符号長
ER(P ||Q) は　

ER(P ||Q) = −
∑

x∈Ω
P (x) log2 Q(x) (2.2)

で与えられることになる．ER(P ||P ) = H (X) と書
けることに注意すると，定義 2.1 から，

H(P ||Q) = ER(P ||Q)− ER(P ||P ) (2.3)

となる．すなわち，相対エントロピーは，「P (x)をQ(x)

と誤判断して符号化を行った際，その平均符号語長は

本来のそれからどれだけ乖離するか」を測る指標と解
釈できる．
P (x)をQ(x)と誤判断すれば，平均符号語長は，正

しい判断をした場合と比較して増加すると考えるの
が自然で，ER(P ||Q) ≥ ER(P ||P )，したがって　
H(P ||Q) ≥ 0 となることが予想される．実は，これ
が次に述べる「相対エントロピーの非負性」を主張す
るシャノンの補助定理である．証明に入る前に，凸関
数に関するイェンセンの不等式 (Jensen’s Inequality)

を示しておく．連載第 18 回で狭義の凹関数について
論じたが，それに −1 を掛けて上下をひっくり返した
ものが狭義の凸関数である．

定義 2.2　凸関数
区間 [a, b] 上で定義される関数 f(x) が，x1, x2 ∈

[a, b] と任意の 0 ≤ λ ≤ 1 に対して，

f(λx1 + (1− λ) x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2)

(2.4)

を満たすとき，f は [a, b] 上で凸である，あるいは凸
関数であるという．式 (2.4) の等号成立が x1 = x2 の
場合に限るとき，f を狭義の凸関数と呼ぶ．

定理 2.3　イェンセンの不等式
Ω = {x1, . . . , xn} 上で定義される確率変数 X と凸

関数 f に対し，f (E [X]) ≤ E [f (X)] が成立する．
すなわち，pi = P [X = xi] , i = 1, . . . , n とすると，

f
(∑n

i=1
pixi

)
≤

∑n

i=1
pif (xi) (2.5)

が成立する．X が定数の場合に等号が成立し，さら
に f が狭義の凸関数であれば，等号成立はその場合に
限る．

[証明]

帰納法で証明する．n = 2 の場合は，式 (2.4) で
p1 = λ，p2 = 1− λ と置くと，定義 2.2から直ちに成
立する．式 (2.5) が n − 1 で成立すると仮定しよう．
qi = pi/ (1− pn) , i = 1, . . . , n− 1 と置くと，
∑n

i=1
pif (xi) = pnf (xn)+(1− pn)

∑n−1

i=1
qif (xi)

と書ける．
∑n−1

i=1 qi = 1 であり，帰納法の仮定と f が
凸関数であることを用いると，
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∑n

i=1
pif (xi)≥pnf (xn) + (1−pn) f

(∑n−1

i=1
qixi

)

≥f
(
pnxn + (1− pn)

∑n−1

i=1
qixi

)
=f

(∑n

i=1
pixi

)

が成立する．
X が定数の場合は，ある番号 i が存在して pi =

1, pj = 0, j �= i となるので，等号が成立する．f が狭
義の凸関数であれば，等号成立はその場合に限ること
も定義 2.2から明らかであり，定理が証明された．�

イェンセンの不等式を図形的に解釈すると，f が凸
関数であれば，x1, . . . , xn に対し，{f(x1), . . . , f(xn)}
が構成する凸包が f (x) のグラフの上側に位置するこ
とを意味する．図 1 に，n = 3 の場合の簡単な例を示
しておく．
以下の議論で記法を簡便化するため，記法上の約束

を定めておく．

記法上の約束　 2.4

0log20 = 0; (0/0) = 1; 0log2(0/0) = 0;

p > 0のとき plog2(p/0) = ∞

定理 2.5　シャノンの補助定理
定義 2.1の相対エントロピー H(P ||Q) について

H(P ||Q) ≥ 0

が成立する．等号成立は，すべての x ∈ Ω に対して
P (x) = Q(x) のとき，またその場合に限る．

[証明]

確率 pi = p[X = i] が正となる領域を

Ω+ = {x ∈ Ω|pi > 0}

とおくと，定義 2.1より，

H(P ||Q) =
∑

x∈Ω
P (x) log2

P (x)

Q(x)

=
∑

x∈Ω+

P (x) log2
P (x)

Q(x)

= −
∑

x∈Ω+

P (x) log2

Q(x)

P (x)

と書ける．−log2t は狭義の凸関数であるので，定理
2.3より，

図 1 イェンセンの不等式の図形的意味

H(P ||Q) = −
∑

x∈Ω+

P (x) log2

Q(x)

P (x)

≥ − log2

(∑
x∈Ω+

P (x)
Q (x)

P (x)

)
(2.6)

= − log2

(∑
x∈Ω+

Q(x)

)
≥ − log2 (1) = 0

(2.7)

が成立する．
すべての x ∈ Ω に対して P (x) = Q(x) であると

き，H(P ||Q) = 0 となることは自明である．逆に，
H(P ||Q) = 0 であるとする．このとき，イェンセンの
不等式 (2.6) が狭義で成立すれば H(P ||Q) > 0 とな
るので，イェンセンの不等式は等号で成立しなければ
ならない．等号成立は，確率 P (x) で値 Q(x)/P (x)

を取る Ω+上の確率変数 Z が定数である場合に限る
ので，すべての x ∈ Ω+ に対してある定数 α が存在
して，

Q(x)

P (x)
= α

となる．いま，ある x ∈ Ω�Ω+ に対して Q (x) > 0

であるとすると，式 (2.7) の最後の不等式が狭義に成
立して H(P ||Q) > 0 となる．したがって，すべての
x ∈ Ω \ Ω+ に対して Q (x) = 0 である．これより，

1=
∑

x∈Ω Q(x) =
∑

x∈Ω+
Q(x)

=
∑

x∈Ω+
αP (x) = α

が成立し，すべての x ∈ Ω に対して P (x) = Q(x) で
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あることが証明された．�

非負の数列 (ui)
n
i=1 と (vi)

n
i=1 を考える．U =∑n

i=1ui，V =
∑n

i=1vi に対して，ûi = ui/U と
v̂i = vi/V を定義すると，これらは離散確率分布と
なる．記法上の約束 2.4を前提として，相対エントロ
ピーの定義式 (2.1) における確率分布 P (x) と Q (x)

が (ûi)
n
i=1 と (v̂i)

n
i=1 をもつとし，定理 2.5 の非負性

を適用すると，次の対数和不等式が得られる．この不
等式は，情報理論では良く使われる形であり，後述す
るように，シャノンの第一基本定理の証明にも用いら
れる．

定理 2.6　対数和不等式
非負の数列 (ui)

n
i=1 と (vi)

n
i=1 　について

∑n

i=1
uilog2

ui

vi
≥

(∑n

i=1
ui

)
log2

∑n
i=1ui∑n
i=1vi

が成立する．等号が成立するのは，ui/vi = c, i =

1, . . . , n の場合，また，その場合に限る．
シャノンの補助定理 2.5 から，有限集合上で定義さ

れる確率変数 X に対するエントロピーの上界を求め
ることができる．

定理 2.7　有限集合上で定義されるエントロピーの上界
有限集合 Ω 上で定義される確率変数 X に対して，

H(X) ≤ log2 |Ω|

が成立する．ここで，|Ω| は有限集合 Ω の要素の数を
表わす．等号成立は，X が Ω 上の一様分布にしたが
うとき，またその場合に限る．

[証明]

X の確率分布を P (x)，Ω 上の一様分布を

U (x) =
1

|Ω| (2.8)

とすると，両者の相対エントロピーは，

H(P ||U) =
∑

x∈Ω
P (x) log2

P (x)

U(x)

=
∑

x∈Ω
P (x) log2 P (x)

+
∑

x∈Ω
P (x) log2 |Ω|

= −H(X) + log2|Ω|

と書くことができ，定理 2.5 から不等式が成立する．
等号成立条件は，相対エントロピーが 0となる条件か
ら導かれる．�

3. 相互情報量とエントロピー

エントロピーの概念を離れて式 (2.1) を眺めると，二
つの確率分布 P (x) とQ (x) が一致する場合に 0の値
を取るので，この式は両分布がどれだけ異なっているの
かを測る指標とも読み取れる．この観点から，相対エ
ントロピーは Kullback-Leibler Divergence とも呼ば
れる．この考え方を，2次元確率分布の独立性を測る目
的に適用することで得られるのが相互情報量 (mutual

information) の概念である．

定義 3.1　相互情報量
Ω1 × Ω2 上で定義される離散確率変数 (X,Y )

の同時確率を PXY (x, y) = P [X = x, Y = y]，周
辺確率を PX (x) =

∑
y∈Ω2

PXY (x, y) , PY (y) =∑
x∈Ω1

PXY (x, y)とする．このとき，

I (X;Y ) = H(PXY ||PXPY )

=
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

PXY (x, y) log2
PXY (x, y)

PX (x)PY (y)

(3.1)

を X と Y の相互情報量と呼ぶ．

相互情報量は X と Y について対称であり，さらに，
相互情報量とエントロピーの間に，次の定理で示す関
係が存在する．

定理 3.2　相互情報量とエントロピーの関係
(a) I (X;Y ) = I (Y ;X)

(b) X と Y が独立のとき，また，そのときに限り，
I (X;Y ) = 0

(c) I (X;Y ) = H (X) − H (X|Y ) = H (Y ) −
H(Y |X)

(d) I (X;X) = H(X)

(e) 0 ≤ I(X;Y ) ≤ min {H (X) ,H(Y )}
(f) I (X;Y ) = H (X) +H (Y )−H(X,Y )

[証明]

定義 3.1 より，(a) は自明．また X と Y が独立の
とき，PXY (x, y) = PX (x)PY (y) となるので，(b)

も定理 2.5 と定義 3.1 より直ちに帰結される．ベイズ
の定理 (1.4) より，
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I (X; Y )

=
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

PXY (x, y) log2
PXY (x, y)

PX (x)PY (y)

=
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

PXY (x, y) log2
PX|Y (x|y)
PX (x)

=
∑

x∈Ω1

∑
y∈Ω2

PXY (x, y) log2 PX|Y (x|y)

−
∑

x∈Ω1

(∑
y∈Ω2

PXY (x, y)
)
log2 PX (x)

= −H (X|Y ) +H (X)

が成立し，(a) の対称性から (c) が証明される．これ
より，P [X = Y ] = 1 の場合，条件付きエントロピー
H (X|X) は 0 となることに注意すると，

I (X;X) = H (X) −H (X|X) = H (X)

となり，(d) が成立する．すなわち，自分自身との相
互情報量はエントロピーと一致する．(e) は，定理 2.5

の相対エントロピーの非負性と定義 3.1 から明らか．
(f) については，定理 1.2 より

H (Y |X) = H (X,Y )−H (X)

が得られ，これと (c) を用いると

I (X; Y )=H (Y )−H (Y |X)

=H (X) +H (Y )−H(X,Y )

が成立し，定理が証明されたことになる．�

定理 3.2の内容は，図 2に示すように，集合論で使
われるベン図を援用すると理解しやすい．同時エント
ロピー H (X,Y ) は，X と Y のそれぞれのエントロ
ピー H (X) と H (Y ) の和集合に対応し，相互情報
量 I (X; Y ) は共通集合に対応している．また，条件
付きエントロピー H(X|Y ) は H (X) と相互情報量
I (X;Y ) との差集合，H(Y |X) は H (Y ) と I (X; Y )

との差集合に対応している．
定理 1.2 と，定理 3.2 (b) (c) (e)から，次の補題が

直ちに帰結される．

補題 3.3　エントロピーと条件付きエントロピーの関係

H (X|Y ) ≤ H (X) ≤ H (X,Y )

H (Y |X) ≤ H (Y ) ≤ H (X,Y )

X と Y が独立のとき，また，そのときに限って等号
が成立する．

図 2 同時エントロピー・条件付きエントロピー・相互情
報量

4. シャノンの第一基本定理（情報源符号化
定理）

いよいよ，シャノンの第一基本定理（情報源符号化
定理）を証明することに取りかかる．連載第 18 回よ
り，情報源の符号化と符号語長に関する記法を復習し
ておこう．
メッセージを表わす記号の集合を S，その要素 x ∈ S

に有限な 0-1 の列を割り当てる写像 C : S → B∞ を
符号，その値 C(x) を記号 x の符号語，その長さを符
号語長と呼び，lC (x) = |C(x)| で表わす．このとき，
S 上の確率変数 X に対する符号 C の平均符号語長
LC (X) は

LC (X) =
∑

x∈S
P (x)lC(x) (4.1)

で与えられる．また，C の逆像 C−1 : B∞ → S が存
在するとき，y = C(x) に対して x = C−1(y) を y の
x への復元と呼ぶ．
情報源の生成するメッセージとは，S に属する

記号を有限個並べて生成される系列であり，x =

[x1, . . . , xn] ∈ Sn に対応する符号列を C(x) =

C(x1), . . . , C(xn) ∈ B∞ と書く．この写像は個別記
号を符号化する C (xj) の拡張写像であり，隣接する符
号間の境界を示す記号をもたない．どの符号値も，ほ
かの符号値の先頭部分と一致しない符号を語頭符号と
呼ぶ．語頭符号は，ルート・ノードから出発し，0-1の
分岐を繰り返すことによって，すべての符号をリーフ・
ノードにもつ 2分木構造として表現することが可能で
ある．どの符号値も，ほかの符号値の先頭部分と一致
しないという定義から，ある記号の符号値が中間ノー
ドとして現れることはなく，すべての符号値がリーフ・
ノードとして表現されることになり，一意復元可能符
号となっている．以下の議論では，語頭符号のみを対
象とし，例として，次の語頭符号 C とその 2 分木構
造を示しておく（表 3）．
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表 3 語頭符号 C

記号 符号 C

a 0

b 10

c 110

図 3 語頭符号 C の木構造

図 3では，語頭符号 C の構成する 2分木を黒で示
し，それに青で描かれた部分を書き加えてできる完全
2分木を同時に示してある．
シャノンの第一基本定理の証明に重要な役割を果た

すのが，次のクラフトの不等式である．

定理 4.1　クラフトの不等式
m 個の記号で構成される符号 C を考え，それぞれ

の符号語長が l1, l2, . . . , lm で与えられているとする．
もし，この符号が語頭符号であれば，

∑m

i=1
2−li ≤ 1 (4.2)

を満たす．逆に不等式 (4.2) が満たされるならば，深
度 lm の完全 2分木の中から，符号語長 l1, l2, . . . , lm

をもつ語頭符号を取り出すことができる．

[証明]

必要であれば並べ替えることにより，一般性を失う
ことなく，l1 ≤ l2 ≤ . . . ≤ lm と仮定できる．
対応する語頭記号の構成する2分木 T (C)を考え，そ

れを部分木として含む完全 2分木を T，T のリーフ・ノー
ドの集合を L と定義する．深度 li(i = 1, . . . ,m− 1)

の T (C) のリーフ・ノードが下方で網羅する T のリー
フ・ノードの集合を Li，深度 lm の T (C) のリーフ・
ノードの集合を Lm とすると，明らかに

i �= j =⇒ Li ∩ Lj = φ;∪m
i=1Li ⊂ L (4.3)

が成立する．
今，T のルート・ノードに重み 1を与え，深度 li に

並ぶ 2li 個の各節点に 2−li の重みを与える．特に，L
に属する深度 lm に並ぶ 2lm 個のリーフ・ノードの重
みは 2−lm であり，それらの重みの総和は 1 である．
明らかに，不等式 (4.2) の左辺は，深度 li に位置する
T (C) のリーフ・ノードの重み 2−li を i = 1 から m

まで足したものである．したがって，式 (4.3) より不
等式 (4.2) が証明された．
逆に，ある符号語長の順序対　 l1 ≤ l2 ≤. . .≤ lm

が不等式 (4.2) を満たすものとする．まず，議論を簡潔
にするため，l1 < l2 <. . .< lm を仮定する．今，ルー
ト・ノードから出発して，深度が l1 となる完全 2 分
木 T1 を構成し，そのリーフ・ノードの一つを選んで
符号長 l1 の符号語に対応させる．それ以外のリーフ・
ノードについては，それぞれの下に深度 l2− l1 の完全
2分木を付加し，結果として得られる 2 分木を T2 と
する．符号語として付与されていない T2 のリーフ・
ノードの数は，2l2 − 2l2−l1 = 2l2

(
1− 2−l1

)
> 0 と

なり，深度 l2 の T2 のリーフ・ノードが一つ選べるの
で，それを符号長 l2 の符号語に対応させる．
この手続きを k − 1 回繰り返し，その結果，2分木

Tk−1 を得て，深度 lk−1 の Tk−1 のリーフ・ノードを
一つ選び，それを符号長 lk−1 の符号語に対応させる
ことができたとしよう．選ばれなかった Tk−1 のリー
フ・ノードのそれぞれの下に深度 lk− lk−1 の完全 2分
木を付加し，得られた 2分木を Tk とすると，そのリー
フ・ノードの数は，不等式 (4.2) より，

2lk − 2lk−l1 − 2lk−l2 − . . .− 2lk−lk−1

= 2lk
(
1−

∑k−1

i=1
2−li

)
> 2lk

(
1−

∑m

i=1
2−li

)
> 0

を満たし，そこから一つを選んで符号長 lk の符号語に
対応させることができることになる．よって帰納法に
より，この手続きを l1 から lm まで m 回繰り返し，
すべての符号がリーフ・ノードとして与えられる 2分
木を構成できたことになり，対応する符号が語頭符号
となることが証明された．
もし隣接する符号語長が同じとなった場合は，違い

が出るまで，同じ深度のリーフ・ノードから横並びに
選び符号語に対応させ続ければ良い．厳密には，上述
の議論に沿って帰納的に証明する必要があるが，ここ
では詳細を省く．�
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図 3では，符号 a に対応する重みが 1/2，符号 b の
重みが 1/4，符号 c の重みが 1/8で，その和は 7/8 で
1よりも小さくなっている．その理由は，∪3

i=1Li が L

を網羅しておらず，一番右端の L のリーフ・ノードが
T (C) から外れているからである．
次の定理で，語頭符号の平均符号語長が対応するエン

トロピーよりも小さくできないことを示す．シャノン
の第一基本定理の証明に向けて，重要な第一歩となる．

定理 4.2　情報源符号化逆定理
S 上で定義される確率変数 X が確率分布 P (x) を

もつとする．このとき，任意の語頭符号 C の平均符号
語長 LC (X) は，次の不等式を満たす．

H(X) ≤ LC (X) (4.4)

等号成立は，すべての x ∈ S に対し P (x) = 2−lC(x)

となるとき，また，その場合に限る．

[証明]

平均符号語長とエントロピーとの差を評価すると，

LC (X) −H (X) =
∑

x∈S
P (x) lC (x)

+
∑

x∈S
P (x)log2P (x)

=
∑

x∈S
P (x)

{
log22

lC (x) + log2P (x)
}

=
∑

x∈S
P (x) log2

P (x)

2−lC (x)

を得る．この最後の式に定理 2.6 の対数和不等式を適
用すると，

LC (X)−H (X) =
∑

x∈S
P (x) log2

P (x)

2−lC (x)

≥
{∑

x∈S
P (x)

}
log2

∑
x∈S P (x)∑

x∈S 2−lC(x)

= log2
1∑

x∈S 2−lC (x)

が成立する．ここで，定理 4.1 のクラフトの不等式よ
り

∑
x∈S 2−lC (x) ≤ 1 であることに注意すると，

LC (X) −H (X) ≥ log2
1∑

x∈S 2−lC (x)
≥ log2

1

1
= 0

が証明された．
LC (X)−H (X) = 0 となる場合は，対数和不等式

の等号成立条件から，ある定数 α が存在して

P (x)

2−lC (x)
= α

とならなければならない．さらに，クラフトの不等式
の等号成立条件から

∑
x∈S

2−lC (x) = 1

であるから，1 =
∑

x∈S P (x) = α
∑

x∈S 2−lC (x) = α

が帰結される．�

この定理は，情報 X をそのエントロピー H (X) よ
り圧縮してしまうと，その符号は語頭符号とはなり得
ず，復元できなくなることを示している点で極めて重
要である．

定理 4.3 　シャノンの第一基本定理（情報源符号化
定理）
S 上で定義される確率変数 X が確率分布 P (x) を

もつとする．語頭符号の集合を HC(S) とし，平均符
号語長を最小にする C∗

X ∈ HC(S) を
C∗

X = argmin
C∈HC (S)

{
LC (X) =

∑
x∈S

P (x)lC(x)
}

と定義する．このとき，

H (X) ≤ LC∗
X
(X) < H (X) + 1 (4.5)

が成立する．

[証明]

定理 4.2 で，LC (X) − H (X) = 0 となるのは，
P (x) = 2−lC (x) の場合に限ることを示した．したがっ
て，なるべく平均符号語長を短くする符号C ∈ HC(S)

を考えるには，P (x) = 2−lC (x)を lC (X) について解
いて lC (X) = −log2P (x) とするのが自然であるが，
この式の右辺は整数になるとは限らない．そこで，整
数でない場合は切り上げることで符号語長を定めるこ
ととし，Ĉ を

lĈ (X) = �−log2P (x)


と定義する．明らかに �−log2P (x)
 ≥ −log2P (x) で
あるから，

∑
x∈S

2−lĉ(x) =
∑

x∈S
2−�−log2P (x)�

≤
∑

x∈S
2−{−log2P (x)} =

∑
x∈S

P (x) = 1

となり，Ĉ はクラフトの不等式を満たすので，定理
4.1より Ĉ ∈ HC (S) とできる．
Ĉ の平均符号化長を求めると，
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LĈ (X)=
∑

x∈S
P (x) lĉ (x)

=
∑

x∈S
P (x) �−log2P (x)


と書ける．切り上げの定義から，�−log2P (x)
 <

−log2P (x) + 1 が成立するので，

LĈ (X) <
∑

x∈S
P (x) {−log2P (x) + 1}

= −
∑

x∈S
P (x) log2P (x) +

∑
x∈S

P (x)

= H (X) + 1

となる．C∗
X の定義から，LC∗

X
(X) ≤ LĈ (X) であ

り，この結果と定理 4.2 から定理が証明される．�

シャノンの第一基本定理は，確率変数 X によって記
述される情報を符号化するとき，H (X) と H (X)+1

の間まで送信量を圧縮することが可能であることを示
している．次回は，そのような符号化が実際どのよう
にして実現できるのか，いくつかの手法を簡単な例を
用いて紹介する．
第一基本定理は誤通信が発生しないということを前

提としており，現実的な観点から，シャノンは第一基
本定理に満足しなかった．雑音干渉およびデータ破損
が発生するとき，そうした誤りを検出・訂正するため
の最大効率の水準を示すべく努力し，確立されたのが
シャノンの第二基本定理（通信路符号化定理）である．
この定理についても，次回以降，議論を進めることに
する．
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[6] Wikipedia, Francois Viéte, https://enwikipedia.org/
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