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交互射影法の理論と応用
田中　未来

二つの閉集合 X, Y が与えられたとき，それぞれの集合上の点の組のうち互いに最も近いものを求める問題を
考える．この問題に交互最小化を適用すると，X への射影と Y への射影を交互に繰り返すアルゴリズムが得ら
れる．このアルゴリズムは交互射影法と呼ばれる．問題が凸な場合の交互射影法の収束性は古くから知られてい
たが，問題が非凸な場合の収束性は近年になって明らかにされつつある．本稿では問題が凸な場合と非凸な場合
のそれぞれにおける交互射影法の収束性について概説する．また，非凸な問題の応用として二つの閉凸錐の間の
最小角を求める問題に対する効率のよいアルゴリズムを紹介する．
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1. 導入

n 次元 Euclid 空間 Rn 上の m 個の閉集合 Xi

(i = 1, . . . ,m) に対する

find x∗ such that x∗ ∈
m⋂
i=1

Xi (1)

という問題は科学技術計算における基本的な問題であ
り，多くの分野での応用が知られている [1, Chapter 1].

特に，m = 2 のとき，X := X1, Y := X2 とおき，
Euclid ノルムを ‖ · ‖ で表すことにすると，問題 (1)

が解をもつためには，最適化問題

min
x∈X,y∈Y

‖x− y‖ (2)

の最適解が存在し，最適値が 0 であることが必要かつ
十分である．また，X ∩ Y = ∅ の場合であっても問
題 (2) の最適値は X と Y の間の距離とみなせる基本
的な量である．本稿では問題 (2) を解くためのアルゴ
リズムを考える．
問題 (2) に対し，x と y を交互に最小化するアルゴ

リズムは次のように書ける：{
y(k+1) ∈ projY (x(k)),

x(k+1) ∈ projX(y(k+1))
(k = 1, 2, . . . ). (3)

ここで projX , projY はそれぞれ X, Y への射影を表
し，次のように定義される：
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projX(y) := argmin
x∈X

‖x− y‖,
projY (x) := argmin

y∈Y
‖x− y‖. (4)

ここで argmin は最適解集合を返すものとする．本稿
では式 (3) で表されるアルゴリズムを交互射影法と呼
ぶ．特に，問題 (2) が凸 — すなわち X, Y がいずれ
も凸集合であるとき，projX , projY は単集合を返すの
で，projX , projY を問題 (4) の最適解を返す関数と
みなして，交互射影法を次のように書くことも多い：{

y(k+1) := projY (x(k)),

x(k+1) := projX(y(k+1))
(k = 1, 2, . . . ).

問題 (4) の最適解はしばしば陽に書き下すことができ
る．そのため，交互射影法は実装が容易なことが多く，
多くの応用で用いられている．
交互射影法は m ≥ 3 であるような問題 (1) に対す

るアルゴリズムに拡張することができる．最も自然な
拡張は，巡回射影法⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x
(k)
1 ∈ projX1

(x
(k)
0 ),

...

x(k)
m ∈ projXm

(x
(k)
m−1),

x
(k+1)
0 := x(k)

m ,

(k = 1, 2, . . . )

だが，射影平均法

x(k+1) ∈ 1

m

m∑
i=1

projXi
(x(k)) (k = 1, 2, . . . )

も交互射影法の変種とみなすことができる．実際，X :=∏m
i=1 Xi, Y := {(y�, . . . ,y�)� ∈ Rmn : y ∈ Rn}

とおくと，projX((y�, . . . ,y�)�) =
∏m

i=1 projXi
(y),

projY ((x�
1 , . . . ,x

�
m)�) = {(1/m)

∑m
i=1 xi} なので，
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X, Y に対する交互射影法は X1, . . . , Xm に対する射
影平均法に一致する．そのため，射影平均法の収束性
は交互射影法の収束性から従う．また，射影平均法は
巡回射影法と比べて並列分散処理が容易であるという
利点もある．
問題 (2) が凸な場合の交互射影法の収束性は古くか

ら知られていたが，非凸な場合の収束性は近年になっ
て明らかにされつつある．本稿では交互射影法の収束
性を問題が凸な場合（2 節）と非凸な場合（3 節）に
分けて概説する．さらに 4 節では，問題 (2) が非凸な
場合の応用として，著者らが最近進めている二つの錐
の間の角度の計算を紹介する．
ここで，本稿で用いる記号の定義を行う．Rn 上の

単位球面 {u ∈ Rn : ‖u‖ = 1} を Sn−1 と表す．ま
た，集合 X, Y に対してこれらの Minkowski 和お
よび Minkowski 差をそれぞれ X + Y , X − Y と表
し，X の内部および相対的内部をそれぞれ int(X),

relint(X) と表す．また，錐 X ⊆ Rn の双対錐を
X ∗ := {s ∈ Rn : x�s ≥ 0 (x ∈ X )} と定める．
なお，本稿においてベクトルは列ベクトルとする．複
数のベクトル x1, . . . ,xm をつなぎ合わせたベクトル
は本来 (x�

1 , . . . ,x
�
m)� と書くべきものだが，本稿で

は記号の煩雑さを避けるために (x1, . . . ,xm) と表記
する．

2. 凸問題に対する交互射影法の収束性

ここでは問題が凸な場合の交互射影法の収束性につい
て述べる．なお，問題が凸な場合の収束解析は Hilbert

空間上で議論されることが多いが，本稿では一貫性の
ために記述を Euclid 空間上でのものに限定する．詳
細についてはサーベイ [1, 2] やその参考文献を参照さ
れたい．
交互射影法の起源は古く，von Neumann [3] によっ

て X, Y が部分空間である場合の大域的収束性が示
されている．この結果はその後 Halperin [4] によって
X1, . . . , Xm が部分空間である場合の巡回射影法の大域
的収束性に拡張されている．一般の凸集合でX∩Y = ∅
の場合でも成り立つ大域的収束性はCheney and Gold-

stein [5] によって示されている．以下ではこれを整理
したものを紹介する．

Cheney and Goldstein [5] による交互射影法の大域
的収束性は次に紹介する凸解析における基本的な性質を
用いて初等的に示すことができる．この補題の証明は
凸解析の基本的な教科書 [6]（(iv)は [5, Theorem 3]）
などを参照されたい．

補題 2.1. Rn 上の任意の空でない凸集合 X について
次が成り立つ：

(i) 任意の y ∈ Rn に対して projX(y) は単集合で
ある．

(ii) 任意の y ∈ Rn に対し，x∗ = projX(y) である
ことの必要十分条件は，任意の x ∈ X に対して
(y−x∗)�(x−x∗) ≤ 0 が成り立つことである．

(iii) 任意の y,y′ ∈ Rn に対して ‖projX(y) −
projX(y′)‖ ≤ ‖y−y′‖ が成り立つ．したがって
関数 projX は連続である．

(iv) (iii) で等号が成立するとき ‖y − projX(y)‖ =

‖y′ − projX(y′)‖ が成り立つ．

この補題を用いると次の定理を示すことができる（補
題 2.1 の (i), (ii) から定理 2.2 の (v) が，(iii), (iv),

(v)から (vi)が示せる）．

定理 2.2（Cheney and Goldstein [5]）. Rn 上の任意
の空でない凸集合 X, Y に対して次が成り立つ：
(v) x∗ が projX ◦projY の不動点であることの必要

十分条件は，(x∗,projY (x∗)) が問題 (2) の最適
解となることである．

(vi) 問題 (2) に最適解 (x∗,y∗) が存在することを仮
定する（この仮定は X, Y の少なくとも一方が
有界であるときや，X, Y のいずれもが多面体で
あるときなどに満たされる）．このとき，任意の
x(0) ∈ Rn を初期点とした交互射影法によって生
成される点列 {x(k)} は x∗ に収束する．

定理 2.2 の (vi)では問題 (2) に最適解が存在するこ
とを仮定した．最適解が存在しない場合，次に示すよ
うに交互射影法は非有界な点列を生成する．

例 2.3（点列が非有界となる例（図 1 左））. R2 上の二
つの集合 X := R × {0}, Y := {(y1, y2) : y1y2 ≥
1} に対し交互射影法を適用すると，生成される点
列 {x(k)}, {y(k)} は初期点によらず x(k)−y(k) → 0,

y(k+1) − x(k) → 0 を満たすが，それぞれの点列は非
有界である．

次に，点列が収束する場合の収束の速さについて述
べる．交互射影法の収束の速さは速くても線形収束で
あり，状況によっては劣線形収束となる．これらの定
義は次のとおり．
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図 1 左：点列が非有界となる例（例 2.3）．中：点列が線形収束する例（例 2.5）．右：点列が劣線形収束する例（例 2.6）．

定義 2.4（線形収束，劣線形収束）. 点 x∗ に収束する
点列 {x(k)} が

lim sup
k→∞

‖x(k+1) − x∗‖
‖x(k) − x∗‖ < 1

を満たすとき，{x(k)} は x∗ に線形収束するという．
また，点 x∗ に収束する点列 {x(k)} が

lim sup
k→∞

‖x(k+1) − x∗‖
‖x(k) − x∗‖ = 1

を満たすとき，{x(k)} は x∗ に劣線形収束するという．

交互射影法の収束の速さの解析も歴史が長く，古く
は Aronszajn [7] が X, Y が部分空間である場合につ
いて交互射影法が生成する点列が X ∩ Y の元に線形
収束することを示している．単純化すれば次の例のよ
うになる．

例 2.5（点列が線形収束する例（図 1中））. R2 上の二つ
の集合 X = R× {0}, Y = {(r cos θ, r sin θ) : r ∈ R}
（0 < θ < π/2 は定数）に対し (1, 0) を初期点 x(0) と
した交互射影法は点列 {x(k) := (cos2k θ, 0)} を生成す
る．この点列 {x(k)} は 0 に線形収束する．

その後，Gubin et al. [8, Theorem 1 (a)] は X ∩
int(Y ) �= ∅ の場合について線形収束性を示している．
このような仮定は本質的で，次に示すように X と Y

が接するように交わる場合は線形収束性が失われるこ
とがある．

例 2.6（点列が劣線形収束する例（図 1 右））. R2 上の
二つの集合X := R×{1}, Y := {y : ‖y‖ ≤ 1}に対し
(1, 1) を初期点 x(0) とした交互射影法は点列 {x(k) :=

(1/
√
k + 1, 1)}を生成する．この点列 {x(k)}は (0, 1)

に劣線形収束する．

さらに，Bauschke and Borwein [9] は次に示すよう
に交互射影法が線形収束性をもつための [8, Theorem 1

(a)] より緩い十分条件を示している．また，この定理
を用いて [9, Theorem 6.3] では射影平均法が線形収束
性をもつための十分条件を示している．

定理 2.7（Bauschke and Borwein [9, Corollary4.5]）.
Rn 上の任意の空でない凸集合 X, Y に対して 0 ∈
relint(X − Y ) が成り立つことを仮定する（この仮定
は 0 ∈ int(X − Y ) が成り立つときや，X −Y が部分
空間であるときなどに満たされる）．このとき，交互射
影法によって生成される点列 {x(k)} は線形収束する．

3. 非凸問題に対する交互射影法の収束性

問題 (2) において X, Y の少なくとも一方が非凸な
場合，交互射影法の収束性を示すためには議論により
一層の配慮を要する．まずは，X ∩ Y �= ∅ かつ生成さ
れる点列 {x(k)} が有界であっても，{x(k)} の収束先
が X ∩ Y の元とならない例や，{x(k)} が収束列にす
らならない例をみてみよう．

例 3.1（収束先が共通部分の元とならない例 [10, Ex-

ample 4.1 を改変]（図 2））. 正の整数 n に対し

x±n := ± 1

n
, y±n := ± 3n + 2

3n(n + 1)

とし，x0, y0 := 0 とする．これらを用いて R 上の二つ
の集合を X := {xn : n ∈ Z}, Y := {yn : n ∈ Z} と定
める．この X, Y に対し交互射影法を適用したときに生
成される点列 {x(k)} を考える．初期点 x(0) が 0 のと
き，明らかに x(k) → 0である．一方，x(0) �= 0のとき，
ある N ∈ Z \ {0} が存在して projY (x(0)) = yN �= 0

が成り立つ．任意の n ∈ Zに対して projX(yn) = xn,
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図 2 収束先が共通部分の元とならない例（例 3.1）．黒い点と白い点はそれぞれ X, Y の元を表す．また，X ∩Y = {0} である．

図 3 点列は有界だが収束しない例（例 3.2）．黒い点と白い
点はそれぞれ X, Y の元を表す．また，X∩Y = S1 で
ある．ただし，各点の位置は Bauschke and Noll [11]
によるものとは少し異なる．

projY (xn) = yn であることに注意すると，k → ∞ の
とき x(k) → xN がいえるが，xN �∈ X∩Y = {0} であ
る．つまりこの例では，任意の初期点 x(0) について交
互射影法が生成する点列 {x(k)} は収束するが，ほとん
どすべての初期点 x(0) �= 0 についてはその収束先 x∗

について期待される x∗ ∈ X ∩ Y は成り立たない．

例 3.2（点列は有界だが収束しない例 [11]（図 3））. 非
有界な単調増加列 {θn} を用い，非負の整数 n ∈ Z+

に対し sn := (1 + e−θn)(cos θn, sin θn) とし，R2 上
の二つの集合を

X := {s2n : n ∈ Z+} ∪ S
1,

Y := {s2n+1 : n ∈ Z+} ∪ S
1

と定める．ここで S1 は R2 上の単位円周を表す. この
とき，{θn}を適当にとることにより，yn = projY (xn),

xn+1 = projX(yn) となるようにできる．この X, Y

に対し，x0 = (2, 0) を初期点 x(0) として交互射影法
を適用すると，生成される点列 {x(k)}, {y(k)} は有界
で x(k) − y(k) → 0, y(k+1) − x(k) → 0 を満たすが，
それぞれの点列は収束列ではない．

このような現象は X, Y が有限個の凸集合の和集合
として書くことができないことに起因する．実際，X,

Y が有限個の凸集合の和集合として書くことができる

場合，例 3.2 のような現象は起こらないことを次の定
理は主張している．

定理 3.3（Bauschke and Noll [11, Theorem 3.4]）.
Rn 上の集合 X, Y がそれぞれ有限個の空でない閉凸
集合の和集合であるものとする．さらに，これらに対し
て交互射影法を適用して得られる点列 {x(k)}, {y(k)}
が有界で x(k) − y(k) → 0, y(k+1) − x(k) → 0 であ
ることを仮定する．このとき，{x(k)}, {y(k)} は収束
し，その収束先は X ∩ Y の元である．

次に，問題が非凸な場合に交互射影法が局所的収束
性をもつための十分条件について述べる．問題が非凸
な場合の収束解析は X ∩ Y �= ∅ の場合に対するもの
がほとんどである．X ∩ Y �= ∅ であっても例 2.6 の
ように X, Y が接するように交わる場合は収束解析
は困難なため，X, Y が真に交わることを仮定した収
束解析が多い1. Lewis and Malick [12] は多様体 X,

Y が横断的に交わる場合の局所的線形収束性を示し
ている．この結果を拡張することで Lewis et al. [13]

は一般の X, Y が真に交わる場合の局所線形収束性
を示している．その後，Bauschke et al. [14, 15] や
Drusvyatskiy et al. [16] は，X, Y が真に交わること
を表す条件を緩めたうえで線形収束性を示している．
Noll and Rondepierre [17] は X, Y が接するように
交わることを許容する代わりに別の幾何的な仮定をお
き，Hölder 正則性と組み合わせることで局所的収束性
を示している．
一方で，X ∩ Y = ∅ のときにも適用できる収束解析

はあまり知られておらず，著者の知る限り，Zhu and

Li [18] によるもの以外に現時点では存在しない．Zhu

and Li [18] は 3 点条件と局所縮小条件を仮定するこ
とで大域的収束性を示している．ここで課される 3 点
条件は，上述の Noll and Rondepierre [17] の収束解
析で課される幾何的な条件と同種の条件である．Zhu

and Li [18] は，X ∩ Y �= ∅ でなければ成立しない
Hölder 正則条件の代わりに，X ∩ Y = ∅ でも成立

1 ここで，“接するように交わる”は “tangentially intersect”
を，“真に交わる” は “nontangentially intersect” をそれぞ
れ意味する．
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する局所縮小条件を課している．この局所縮小条件は
補題 2.1 の (iii)を緩めた条件とみなすことができる．
また，Zhu and Li [18] は Kurdyka–�Lojasiewicz 条
件 [19, Section 3] の下で局所的収束性を議論してい
る．Kurdyka–�Lojasiewicz 条件は非平滑非凸最適化問
題に対するアルゴリズムの解析において近年よく用い
られる条件であり，いわゆる Hölder エラーバウンド
と本質的に等価である [20, Theorem 5].

このような X, Y が非凸な場合に対するより緩い条
件の下での収束解析は現在進行中の研究課題といえる．

4. 応用：2 錐間の角度の計算

問題 (2) において X, Y が非凸集合である場合の応
用としては圧縮センシングにおけるタイトフレームの
設計 [18, 21] などが知られている．ここでは著者らが
進めている 2 錐間の角度の計算を応用例の一つとして
紹介する．なお，以下では Rn 上の閉凸錐で {0} でも
Rn 全体でもないものを非自明な閉凸錐と呼ぶ．

4.1 問題設定と応用
Rn 上の二つの非自明な閉凸錐 X , Y が与えられた

とき，これらの間のなんらかの意味での角度を計算す
ることを考える．いま，x ∈ X \ {0}, y ∈ Y \ {0} が
与えられたとき，x と y のなす角は

∠(x,y) := arccos
x�y

‖x‖‖y‖

と定められる．∠(x,y) は x が x ∈ X \ {0} を，y

が y ∈ Y \ {0} を動くとき最小値と最大値をもつ．こ
れらをそれぞれ X と Y のなす最小角 ∠min(X , Y)

および最大角 ∠max(X , Y) とする．いま，X , Y が錐
であることから，x, y の動く範囲を x ∈ X ∩ Sn−1,

y ∈ Y ∩ Sn−1 に制限してもその最小値，最大値は変
化しない．すなわち，次が成り立つ：

∠min(X , Y) = min
x∈X∩S

n−1,

y∈Y∩S
n−1

arccosx�y,

∠max(X , Y) = max
x∈X∩S

n−1,

y∈Y∩S
n−1

arccosx�y.

∠min(X , Y) を図で表すと図 4 のようになる．なお，
∠min(X , Y) = π − ∠max(X ,−Y) であるため，最小
角と最大角の計算は本質的に同じ問題である．

2 錐間の角度はさまざまな分野で用いられている．
2 錐間の最小角は線形常微分方程式の理論 [22] や順序
データの正準相関分析 [23] で用いられている．また，
Sogi et al. [24] は 2 錐間の角度を用いて画像の分類を

行っている．具体的には，二つの画像集合が与えられ
たとき，それぞれ画像集合の特徴量を用いて凸多面錐
を定め，対応する凸多面錐の間の角度を用いて二つの
画像集合の間の類似度を定めている．
最適化に関連する応用としては，共正値行列錐や

関連する行列錐のなす角度が錐最適化に関する基礎
研究の文脈で調べられている．ここで，n 次対称行
列 M ∈ Rn×n が共正値であるとは，任意の v ∈ Rn

+

に対して v�Mv ≥ 0 となることをいい，n 次共正値
行列全体からなる集合は閉凸錐をなすことが知られて
いる．これを n 次共正値行列錐と呼び，Cn と表記す
る．Cn（の双対錐）の上での錐線形最適化問題は，ある
種の非凸 2 次最適化問題や組合せ最適化問題を表現で
きることが知られている [25]. そのため，Cn の性質を
調べることは錐最適化における重要な研究課題となっ
ている．いま，Sn

+ を n次半正定値行列錐，Nn を n次
対称非負行列錐としたとき，Cn はしばしば Sn

+ +Nn

で近似される．実際，n ≥ 5 では Cn � Sn
+ + Nn だ

が，n ≤ 4 では Cn = Sn
+ + Nn となることが知られ

ている．このような背景の下，Goldberg and Shaked-

Monderer [26] は，
• すべての自然数 n に対して ∠max(Sn

+, Nn) =

∠max(Sn
+ + Nn, Sn

+ + Nn) は成り立つか?

• すべての自然数 n に対して ∠max(Sn
+, Nn) =

∠max(Cn, Cn) は成り立つか?

などの問題を提示しており，これらは著者の知る限
り現時点でも未解決である．また，このような研究
と関連して ∠max(Sn

+, Nn) の計算も進められてお
り，Seeger and Sossa [27] はいくつかの n について
∠max(Sn

+, Nn)の下界を与えている．∠max(Sn
+, Nn)

図 4 錐 X , Y のなす最小角 ∠min(X ,Y).
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の正確な値を計算する方法は著者の知る限り現時点で
は存在しない．
X , Y が凸多面錐であっても，一般には ∠max(X , Y)

の計算は容易ではないが，∠max(X , Y) ≤ π/2 すなわ
ち X ⊆ Y∗ であれば，その計算が容易であることが知
られている．

定理 4.1（Orlitzky [28, Corollary 2]）. X =

(x1, . . . ,xp) ∈ Rn×p, Y = (y1, . . . ,yq) ∈ Rn×q と
し，X , Y を X = {Xξ : ξ ∈ R

p
+}, Y = {Y η : η ∈

R
q
+} で定められる凸多面錐とする．さらに，X ⊆ Y∗

を仮定する．このとき，∠(xi,yj) = ∠max(X ,Y) と
なる i ∈ {1, . . . , p}, j ∈ {1, . . . , q} が存在する．

4.2 交互射影法の適用
ここでは，閉凸錐 X と Y の間の最小角を求める問題

を問題 (2) に帰着して交互射影法を適用する方法につ
いて述べる．いま，arccos が単調減少関数であること
と，x, y ∈ Sn−1 のとき ‖x‖2 = ‖y‖2 = 1であること
を利用すると，∠min(X ,Y) の計算は X := X ∩ Sn−1,

Y := Y ∩ Sn−1 とした問題 (2) を解くことに帰着でき
る．しかしながら，前述のとおり X, Y が非凸な場合，
問題 (2) を大域的に解くことは一般に困難なので，以
下では停留点を求めるために交互射影法を用いること
を考える．この問題に交互射影法を適用する場合，次
の二つの疑問が生じる：

• X := X ∩ Sn−1, Y := Y ∩ Sn−1 への射影は効率
よく計算できるか?

•生成される点列 {(x(k),y(k))} は停留点に収束す
るか?

一般に，非凸集合への射影を計算するためには非凸最適
化問題を解く必要があり，その大域的最適解を効率よく
計算できるかどうかは自明ではない．また，生成される
点列の収束性も自明ではない．実際，非凸集合 X∩Sn−1,

Y ∩ Sn−1 は有限個の凸集合の和集合として書くこと
ができないため，たとえ X ∩ Y �= ∅ であったとして
も定理 3.3 などを用いることはできない．
まずは，X ∩Sn−1, Y ∩Sn−1 への射影の効率のよい

計算方法について述べる．いま，X � Rn を直線を含
まない閉凸錐とする．このとき，X ∩Sn−1 は Sn−1 上
で測地的凸集合となる [29, Proposition 2]. Ferreira

et al. [29]はこのような球面上の測地的凸集合への射影
の性質を明らかにしている．具体的には次が成り立つ．

命題 4.2（Ferreira et al. [29, Proposition 5] より抜

粋）. Rn 上の直線を含まない非自明な閉凸錐 X およ
び点 y ∈ Sn−1 に対し，ある x ∈ X ∩ Sn−1 が存在し
て x�y > 0 であるとき，projX∩Sn−1(y) は単集合で
ある．

命題 4.3（Ferreira et al. [29, Proposition 6] より
抜粋）. Rn 上の直線を含まない非自明な閉凸錐 X
および点 y ∈ Sn−1 が projX (y) �= 0 を満たすと
き，projX∩Sn−1(y) = projX (y)/‖ projX (y)‖ が成り
立つ．

命題 4.2 は，球面上の測地的凸集合 X ∩ Sn−1 の場
合でも X とのなす角が鋭角となる近傍 Sn−1 \ (−X ∗)

においては補題 2.1 の (i)が成立することを意味する．
球面上の測地的凸集合についてはその鋭角近傍におい
ても (ii)以降は成立しないことがあるが，鋭角近傍条
件は重要である．実際，Ferreira et al. [29] では陽に
述べられていないが，次が成り立つ．

命題 4.4. Rn 上の直線を含まない非自明な閉凸錐 X
および点 y ∈ Sn−1 について，projX (y) �= 0 となる
ための必要十分条件は y �∈ −X ∗ である．

命題 4.3, 4.4 より次を得る．このことは X が凸多
面錐のとき Tenenhaus [23, Corollary] によって示さ
れている．ここで錐に課される直線を含まないという
条件は外すことができることも知られている [30, The-

orem 8.1].

系 4.5. Rn 上の直線を含まない非自明な閉凸錐 X
および点 y ∈ Sn−1 が y �∈ −X ∗ を満たすとき，
projX∩Sn−1(y) = projX (y)/‖ projX (y)‖ が成り立
つ．

このことは初期点 x(0) ∈ Sn−1 が Y ∩ Sn−1

に十分近ければ，次に示すように交互射影法の中で
現れる非凸集合への射影が閉凸錐への射影を正規
化することで計算できることを示唆している．い
ま，x(0) ∈ X ∩ Sn−1 が x(0) �∈ −Y∗ を満
たすものとする．このとき系 4.5 から，y(1) :=

projY∩Sn−1(x(0)) = projY(x(0))/‖projY(x(0))‖ と
できる．さらに，(x(0))�y(1) > 0 すなわち y(1) �∈
−X ∗ となることから，x(1) := projX∩Sn−1(y(1)) =

projX (y(1))/‖ projX (y(1))‖ とできる．以下，帰納的
に X ∩ Sn−1, Y ∩ Sn−1 への射影を X , Y への射影の
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正規化で計算できる．これらの計算は閉凸錐 X , Y へ
の射影の計算が容易であれば容易である．たとえば，
Rn

+ への射影は各要素の 0 への切り上げで，Sn
+ への射

影は各固有値の 0 への切り上げで計算できる．また，
凸多面錐への射影は凸 2 次最適化問題を解くことで計
算できる．このとき，前の反復の最適解を初期解とし
て用いるなどのホットスタートが有効である可能性が
ある．
次に，生成される点列の収束性について述べる．

ここでも系 4.5 は重要な役割を果たす．具体的
には，projX∩Sn−1(y) = projX (y)/‖projX (y)‖,

projY∩Sn−1(x) = projY(x)/‖projY (x)‖ を用いるこ
とで，前述した Zhu and Li [18] の収束解析における
3 点条件および局所縮小条件が成立することを示すこ
とができる．したがって，X , Y が X \ (−Y∗) �= ∅ を
満たすとき，任意の x(0) ∈ (X \ (−Y∗)) ∩ Sn−1 を
初期点とした交互射影法は停留点に収束することがい
える．
ここでの仮定 X \ (−Y∗) �= ∅ が成り立たないとき，

X ⊆ (−Y∗) が成り立つ．したがって，X , Y が凸多面
錐であれば，X ∩ (−Y∗) = ∅ のときは定理 4.1 が適用
できて，交互射影法を使うまでもなく ∠min(X , Y) =

π − ∠max(X ,−Y) を厳密に計算できる．また，X , Y
の少なくとも一方が凸多面錐で X \ (−Y∗) �= ∅ を満た
すとき，x(0) ∈ (X \ (−Y∗)) ∩ Sn−1 を満たす点 x(0)

を求める方法を示唆する次の命題が成り立つ．

命題 4.6. X = (x1, . . . ,xp) ∈ Rn×p とし，X を
X = {Xξ : ξ ∈ R

p
+} で定められる凸多面錐とし，Y

を Rn 上の直線を含まない非自明な閉凸錐とする．こ
のとき，X \ (−Y∗) �= ∅ となるための必要十分条件は，
x�

i projY(xi) > 0となる i ∈ {1, . . . , p}が存在するこ
とであり，このとき xi ∈ X \(−Y∗)が成り立つ．特に，
Y = (y1, . . . ,yp) ∈ Rn×q , Y = {Y η : η ∈ Rq

+}のと
きの必要十分条件は，x�

i yj > 0となる i ∈ {1, . . . , p},

j ∈ {1, . . . , q} が存在することであり，このとき
xi ∈ X \ (−Y∗) が成り立つ．
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